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《线性代数：未竟之美》习题参考答案

第 1 讲 预备知识

A 组

2. (1) 不是;

(2) 是, 矩形内平行于 y 轴的直线段, S/R = {线段 x = c(|y| ≤ 1) : |c| ≤ 1};

(3) 是, 以原点为心的同心圆, S/R = {x2 + y2 = r2|r ≥ 0};

(4) 均不是;

(5) 是, S/R = {不含坐标轴的四个象限};

(6) 是, S/R = {复平面的左半平面和右半平面};

(7) 是, S/R = {Si|i = 0, 1, 2, 3, 4}, Si 是含 i 个元素的子集组成的集合, S0 = {∅};

(8) 是, S/R = {(m,n) | m
n
= c|c ∈ Q}.

3.

A =


1 1 1 4 −3

2 1 3 5 −5

1 −1 3 −2 −1

3 1 5 6 −7

→


1 1 1 4 −3

0 −1 1 −3 1

0 −2 2 −6 2

0 −2 2 −6 2

→


1 1 1 4 −3

0 1 −1 3 −1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

→


1 0 2 1 −2

0 1 −1 3 −1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 .
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2 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

令 x3 = k1, x4 = k2, x5 = k3，有 x1 = −2k1 − k2 + 2k3, x2 = k1 − 3k2 + k3，则

X = (x1, x2, x3, x4, x5)
T = k1



−2

1

1

0

0


+ k2



−1

−3

0

1

0


+ k3



2

1

0

0

1


k1, k2, k3 ∈ R

4.

Ā =


1 −1 2 −2 3 1

2 −1 5 −9 8 −1

3 −2 7 −11 11 0

1 −1 1 −1 3 3

→


1 −1 2 −2 3 1

0 1 1 −5 2 −3

0 1 1 −5 2 −3

0 0 −1 1 0 2

→


1 −1 2 −2 3 1

0 1 1 −5 2 −3

0 0 −1 1 0 2

0 0 0 0 0 0

→


1 0 0 −4 5 4

0 1 0 −4 2 −1

0 0 1 −1 0 −2

0 0 0 0 0 0

 .

令 x4 = k1, x5 = k2，有 x1 = 4k1 − 5k2 + 4, x2 = 4k1 − 2k2 − 1, x3 = k1 − 2，则

X = (x1, x2, x3, x4, x5)
T = k1



4

4

1

1

0


+ k2



−5

−2

0

0

1


+



4

−1

−2

0

0


k1, k2 ∈ R

5. 见教材 P33 例 3. 无解.
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未竟专题一 预备思想



4 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

第 2 讲 线性空间

A 组

1. (1) 有理数集 Q 关于实数乘法不封闭，不构成实数域上的线性空间.
(2) R2 关于通常向量加法构成交换群，封闭性也显然成立. 再看数乘.

i. ∃λ = 1 使得 λ · (x, y) = (λx, y) = (x, y).
ii. λ(µ · (x, y)) = λ · (µx, y) = ((λµ)x, y) = (λµ) · (x, y).
iii. (λ + µ) · (x, y) = ((λ + µ)x, y) = (λx, y) + (µx, y). 因此 (λ + µ) · (x, y) =

λ · (x, y) + µ · (x, y) 成立.
iv. λ((x1, y1)+(x2, y2)) = λ·(x1+x2, y1+y2) = (λx1+λx2, y1+y2) = (λx1, y1)+

(λx2, y2)，因此 λ((x1, y1) + (x2, y2)) = (λx1, y1) + (λx2, y2).
v.（封闭性）∀λ ∈ R, λ · (x, y) = (λx, y) ∈ R2，封闭性满足.
综上，R2 关于通常向量加法与该数乘构成实数域上的向量空间.

(3) i. 对于加法，显然，封闭性，结合律，交换律成立. 存在加法单位元 (1, 1, . . . , 1)

有

(1, 1, . . . , 1) + (a1, a2, . . . , an) = (a1, a2, . . . , an) + (1, 1, . . . , 1)

= (a1, a2, . . . , an)

由于为正实数向量，则对于 (a1, . . . , an)，存在唯一的逆元
(

1

a1
, . . . ,

1

an

)
，使

得 (a1, . . . , an) +

(
1

a1
, . . . ,

1

an

)
= (1, . . . , 1).

ii. 对于数乘，显然有封闭性成立，乘法单位元为 λ0 = 1. 又有
A.

λ(µ · (a1, . . . , an))

= λ · (aµ1 , . . . , aµn)

= ((aµ1 )
λ, . . . , (aµn)

λ)

= (aλµ1 , . . . , aλµn )

因此 λ(µ · (a1, . . . , an)) = (λµ) · (a1, . . . , an) 成立.
B.

(λ+ µ) · (a1, . . . , an)

= (aµ+λ
1 , . . . , aµ+λ

n )

= (aλ1a
µ
1 , . . . , a

λ
na

µ
n)

= (aλ1 , . . . , a
λ
n) + (aµ1 , . . . , a

µ
n),
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因此 (λ+ µ) · (a1, . . . , an) = λ · (a1, . . . , an) + µ(a1, . . . , an)，第一个加号
为数的加法，第二个加号为定义的向量加法.

C. λ · ((a1, . . . , an)+(b1, . . . , bn)) = λ · (a1b1, . . . , anbn) = (aλ1b
λ
1 , . . . , a

λ
nb

λ
n) =

(aλ1 , . . . , a
λ
n) + (bλ1 , . . . , b

λ
n)，因此 λ · ((a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn)) = λ ·

(a1, . . . , an) + λ · (b1, . . . , bn).
综上有 Rn

+ 对如下加法和数乘构成实数域线性空间.

(4) 当 λ < 0时，(λ◦f)(x) = λf(x) ⩽ 0，是函数值 ≤ 0的实变量函数，则 λf(x) ̸∈ V，
即关于数乘不封闭，不构成线性空间.

(5) V1 是奇函数集合，只需验证 V1 对加法和数乘封闭即可. 这显然成立. 则 V1 构成
线性空间. 对于 V2：当 λ ≠ 1，有 (λ◦f)(0) = λf(0) = λ ̸= 1. 则 (λ◦f)(x) ∈ V2，
V2 不封闭，不构成线性空间.

(6) 先验证 V 非空：有 f(x) = 0, ∀x ∈ R，则 f(x) ∈ V，即 V 非空. 再验证封闭性：
对于 (f⊕g)(x)，有 (f⊕g)(−x) = f(−x)+g(−x) = f(x)+g(x) = f(x) + g(x) =

(f ⊕ g)(x). 对于 (λ ◦ f)(x)，有 (λ ◦ f)(−x) = λf(−x) = λf(x). 由于 λ ∈ R，则
λf(x) = λf(x) = (λ ◦ f)(x). 因此 V 关于 R 的函数加法和数乘封闭. 再给出加
法零元 f(x) = 0，数乘单位元 λ = 1. 其余性质还请读者自行验证. 总之，V 构
成 R 上线性空间.

2. (1) 对于集合 W = {(x1, . . . , xn) ∈ Fn | a1x1 + · · ·+ anxn = 0}：
首先，我们来判断该集合是否为线性空间的子空间. 判断一个集合是否为线性空
间的子空间需要满足以下三个条件：

i. 零向量在其中：
当 x1 = x2 = · · · = xn = 0 时，方程 a1x1 + · · ·+ anxn = 0 显然成立，因此
零向量 (0, 0, . . . , 0) 属于 W .

ii. 封闭性（加法）：
假设 v = (x1, . . . , xn) 和 w = (y1, . . . , yn) 属于 W，即：

a1x1 + · · ·+ anxn = 0 且 a1y1 + · · ·+ anyn = 0.

那么，对于 v + w = (x1 + y1, . . . , xn + yn)，有：

a1(x1+y1)+· · ·+an(xn+yn) = (a1x1+· · ·+anxn)+(a1y1+· · ·+anyn) = 0+0 = 0.

因此，v + w ∈ W .
iii. 封闭性（数乘）：
对于任意 v = (x1, . . . , xn) ∈ W 和任意 λ ∈ F，有：

a1(λx1) + · · ·+ an(λxn) = λ(a1x1 + · · ·+ anxn) = λ · 0 = 0.

因此，λv ∈ W .
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由于上述三个条件均满足，集合 W 是 Fn 的一个子空间.

(2) 对于集合 W1 = {(x, 1, 0) ∈ R3} 和 W2 = {(x, y, 0) ∈ R3}：

i. 对于 W1：

• 零向量在其中：零向量 (0, 0, 0) 不在 W1 中，因为 W1 中的第二个分量
始终为 1，因此零向量不在 W1 中.

• 因为零向量不在 W1 中，所以 W1 不是子空间.

ii. 对于 W2：

• 零向量在其中：当 x = 0, y = 0 时，向量 (0, 0, 0) ∈ W2.
• 封闭性（加法）：假设 v = (x1, y1, 0) ∈ W2 和 w = (x2, y2, 0) ∈ W2，则：

v + w = (x1 + x2, y1 + y2, 0) ∈ W2.

• 封闭性（数乘）：对于 λ ∈ R 和 v = (x, y, 0) ∈ W2，有：

λv = (λx, λy, 0) ∈ W2.

因此，W2 是 R3 的一个子空间.

(3) 对于集合 W1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x − 3y + z = 0} 和 W2 = {(x, y, z) ∈ R3 |
x− 3y + z = 1}：

i. 零向量在其中：当 x = 0, y = 0, z = 0 时，方程 x− 3y+ z = 0 显然成立，因
此零向量 (0, 0, 0) ∈ W1.

ii. 封闭性（加法）：假设 v = (x1, y1, z1) ∈ W1 和 w = (x2, y2, z2) ∈ W1，则：

(x1 − 3y1 + z1) = 0 且 (x2 − 3y2 + z2) = 0.

对于 v + w = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)，有：

(x1+x2)−3(y1+y2)+(z1+z2) = (x1−3y1+z1)+(x2−3y2+z2) = 0+0 = 0.

因此，v + w ∈ W1.
iii. 封闭性（数乘）：对于任意 λ ∈ R 和 v = (x, y, z) ∈ W1，有：

λx− 3(λy) + λz = λ(x− 3y + z) = λ · 0 = 0.

因此，λv ∈ W1.

综上所述，W1 是 R3 的一个子空间.

i. 零向量不在其中：若 (0, 0, 0) ∈ W2，则必须满足 0− 3 · 0+ 0 = 1，这显然不
成立，因此零向量不在 W2 中.

因为零向量不在 W2 中，所以 W2 不是子空间.



第 2 讲 线性空间 7

(4) 对于集合 W1 =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x

2
= y−4

1
= z−1

−3

}
和 W2 = {(x, y, z) ∈ R3 |

x− y = 0, x+ y + z = 0}：

这个集合的方程表示一个直线的参数方程. 通常直线不是子空间，因为它不通过
原点. 因此，W1 不是子空间.

i. 零向量在其中：当 x = 0, y = 0, z = 0 时，方程 x− y = 0 和 x+ y + z = 0

都成立，因此零向量 (0, 0, 0) ∈ W2.
ii. 封闭性（加法）：假设 v = (x1, y1, z1) ∈ W2 和 w = (x2, y2, z2) ∈ W2，即：

x1 − y1 = 0, x1 + y1 + z1 = 0

x2 − y2 = 0, x2 + y2 + z2 = 0

对于 v + w = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)，有：

(x1 + x2)− (y1 + y2) = (x1 − y1) + (x2 − y2) = 0 + 0 = 0�

(x1+x2)+ (y1+ y2)+ (z1+ z2) = (x1+ y1+ z1)+ (x2+ y2+ z2) = 0+0 = 0.

因此，v + w ∈ W2.
iii. 封闭性（数乘）：对于任意 λ ∈ R 和 v = (x, y, z) ∈ W2，有：

λx− λy = λ(x− y) = λ · 0 = 0�

λx+ λy + λz = λ(x+ y + z) = λ · 0 = 0.

因此，λv ∈ W2.

综上所述，W2 是 R3 的一个子空间.

(5) 对于集合 W1 = {p(x) ∈ R[x] | p(1) = 0} 和 W2 = {P (x) ∈ R[x]n | p(1) = p(0)}：

i. 零多项式在其中：零多项式 p(x) = 0 满足 p(1) = 0，因此零多项式 p(x) =

0 ∈ W1.
ii. 封闭性（加法）：假设 p(x), q(x) ∈ W1，即 p(1) = 0 且 q(1) = 0，那么对于

p(x) + q(x)，有：

(p(x) + q(x))(1) = p(1) + q(1) = 0 + 0 = 0�

因此 p(x) + q(x) ∈ W1.
iii. 封闭性（数乘）：对于任意实数 λ 和 p(x) ∈ W1，有：

(λp(x))(1) = λp(1) = λ · 0 = 0�

因此 λp(x) ∈ W1.
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综上所述，W1 是一个子空间.

i. 零多项式在其中：零多项式 p(x) = 0 显然满足 p(1) = p(0)，因此零多项式
p(x) = 0 ∈ W2.

ii. 封闭性（加法）：假设 p(x), q(x) ∈ W2，即 p(1) = p(0) 且 q(1) = q(0)，那
么对于 p(x) + q(x)，有：

(p(x) + q(x))(1) = p(1) + q(1), (p(x) + q(x))(0) = p(0) + q(0).

因为 p(1) = p(0) 和 q(1) = q(0)，所以 p(1) + q(1) = p(0) + q(0)，即 p(x) +

q(x) ∈ W2.
iii. 封闭性（数乘）：对于任意实数 λ 和 p(x) ∈ W2，有：

(λp(x))(1) = λp(1), (λp(x))(0) = λp(0).

因为 p(1) = p(0)，所以 λp(1) = λp(0)，即 λp(x) ∈ W2.

综上所述，W2 是一个子空间.

(6) 对于集合 W = {f ∈ F (−∞,+∞) | f(−x) = f(x), ∀x ∈ R}：

i. 零函数在其中：零函数 f(x) = 0显然满足 f(−x) = f(x)，因此零函数 f(x) =

0 ∈ W .
ii. 封闭性（加法）：假设 f(x), g(x) ∈ W，即 f(−x) = f(x) 且 g(−x) = g(x)，
那么对于 f(x) + g(x)，有：

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x)�

因此 f(x) + g(x) ∈ W .
iii. 封闭性（数乘）：对于任意实数 λ 和 f(x) ∈ W，有：

(λf)(−x) = λf(−x) = λf(x) = (λf)(x)�

因此 λf(x) ∈ W .

综上所述，W 是一个子空间.

B 组

2.

3. W 是 V 的子空间等价于 ∀α1, . . . , αk ∈ W，∀λ1, . . . , λk ∈ F（F 是 V 对应数域）有
λ1α1 + · · · + λkαk ∈ W . 根据线性扩张的定义，以上描述等价于 span(W ) ⊆ W，又
span(W ) 是 W 的线性扩张，即 W ⊆ span(W )，故 span(W ) ⊆ W ⇐⇒ span(W ) =

W . 综上 W 是 V 的子空间，得证.
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C 组

1. (1) 此处仅验证数乘封闭性，其余性质留给读者. ∀α ∈ F, λ ∈ E. 由于 E ⊆ F，因此
λ ∈ F. 由于 F 本身是封闭的，故 λα ∈ F，则 F 构成 E 上的线性空间. 例：C
构成 R 上的线性空间.

(2) 例如：R 不是 C 上的线性空间. 因为 ∀a ∈ R，有 i · a = a · i ̸∈ R. 故数乘不封
闭，不构成线性空间.

(3) ∀λ ∈ E 有 λ ∈ F，则 V 关于 E 的数乘运算肯定是封闭的，其余性质与在 F 上
一致. 又 E 本身也封闭，则 V 也是 E 上的一个线性空间，得证.
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第 3 讲 有限维线性空间

A 组

1. (1) 错. 反例：α1 = (1, 0), α2 = (2, 0), α3 = (0, 1)，则 α1, α2, α3 线性相关而 α3 不是
α1.α2 的线性组合.

(2) 对. 该命题的等价命题（逆否命题）是：若存在一个向量是其余向量的线性组合，
则 α1, . . . , αm 线性相关. 这正是定理 3.1 的内容，因而成立.

(3) 错. 反例：α1 = (1, 0), α2 = (0, 1), α3 = (1, 1)，则 α1, α2, α3 两两无关，而三者
线性相关. 可证两两无关是向量组无关的必要条件.

(4) 错. 反例：α1 = (1, 0), α2 = (0, 0), β1 = (0, 0), β2 = (0, 1)，有 α1, α2 相关，β1, β2

相关，而 α1 + β1 与 α2 + β2 线性无关.

(5) 错. 若 α1, . . . , αn 线性无关，有

λ1α1 + · · ·+ λnαn =⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0,

判断 α1 + α2, α2 + α3, . . . , αn + α1 是否无关. 设

λ′
1(α1 + α2) + · · ·+ λ′

n(αn + α1) = 0,

则
(λ′

n + λ′
1)α1 + (λ′

1 + λ′
2)α2 + · · ·+ (λ′

n−1 + λ′
n)αn = 0,

则 
λ′
n + λ′

1 = 0

...

λ′
n−1 + λ′

n = 0

.

解该方程可得 λ′
n = (−1)nλ′

1，因此当 n 为偶数时，上述方程组有非零解，则向
量组相关，而当 n 为奇数时，向量组无关. 综上，该命题不成立.

(6) 对. 由定理 3.1，不妨设 α3 可由 α1, α2 线性表示，则 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1

均可由 α1, α2 线性表示，再由定理 3.3 可知，α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 线性相
关.

(7) 错. 反例：取 α0 = α1 − α2 − α3，则 α0 + α1 = (α0 + α2) + (α0 + α3)，三者线
性相关，不是 R3 的基.

(8) 对. 判断 α1 + α2 与 α1 − α2 是否无关.

λ1(α1 + α2) + λ2(α1 − α2) = 0,

则有 (λ1+λ2)α1+(λ1−λ2)α2 = 0，则 λ1+λ2 = 0, λ1−λ2 = 0 =⇒ λ1 = λ2 = 0，
因此线性无关且个数等于维数，是一组基.



第 3 讲 有限维线性空间 11

(9) 错. 反例：R2 中过原点的直线 L0 是 R2 的一个子空间. 显然这样的直线有无数
条.

(10) 错. 反例：R3 中，子空间W1 = span(e1, e2)，W2 = span(e1+e2, e3)，则 B1∪B2 =

{e1, e2, e3, e1 + e2}，显然 R3 中的任一组基都不可能包含四个元素.

2. (1) 若向量组线性相关，则对应该方程组有无穷多解. 去掉 m 个分量，相当于删去
该方程组中的任意 m 行方程，依然有无穷多解. 这是因为对于原方程组的任意
一个解，将其带入被削减后的方程组也依然成立. 故线性相关得证.

(2) 若向量组线性无关，对应原方程组仅有唯一解，也就是全零解. 增加 m 个分量
相当于增加 m 个方程，依然只有唯一解，因为若出现非零解，代入原方程组对
应的方程中不会成立，矛盾. 故线性无关得证.

3. 方程组：x1β1 + x2β2 + x3β3 = 0 系数矩阵
1 2 1

3 1 −1

6 2 a

2 −1 −2

→


1 2 1

0 −5 −4

0 −10 a− 6

0 −6 −4

→


1 2 1

0 −5 −4

0 0 a+ 2

0 0 0

 ,

仅全零解的条件是 a ̸= −2，此时向量组线性无关.

4. (1) 必要性：α1, . . . , αn 线性无关，对于 Fn 中的任一向量 β, α1, . . . , αn, β 的向量个
数大于维数 n，则线性相关. 由定理 3.2，β 可被 α1, . . . , αn 唯一表示.

(2) 充分性：由于 Fn 中任意向量均可被 α1, . . . , αn 线性表示，并且向量个数等于维
数. 则 α1, . . . , αn 是 Fn 的一组基. 则 α1, . . . , αn 线性无关.
∗ 更详细的证明：对于 Fn 的一组基 e1, . . . , en，其可被 α1, . . . , αn 表示. 若
α1, . . . , αn 线性相关，不妨设 αn 可被 α1, . . . , αn−1 表示，则有 e1, . . . , en 可被
α1, . . . , αn−1 表示. 由于 e1, . . . , en 线性无关. 根据定理 3.3，n ⩽ n − 1，矛盾.
因此得证.

5. (1) 必要性：对于 ∀v ∈ span(S1)∩span(S2)有 v = a1α1+· · ·+asαs = b1β1+· · ·+btβt.
由于 α1, . . . , αs, β1, . . . , βt 线性无关 =⇒ a1 = · · · = as = b1 = · · · = bt = 0，则
v = 0，即 span(S1) ∩ span(S2) = {0}.

(2) 充分性：考虑反证法. 如果 α1, . . . , αs, β1, . . . , βt 线性相关，则存在不全为零的
系数使得 a1α1 + · · ·+ asαs + b1β1 · · ·+ btβt = 0. 因此存在一个向量 v = a1α1 +

· · · + asαs = −(b1β1 · · · + btβt) ̸= 0 且 v ∈ span(S1), v ∈ span(S2). 即存在非零
向量 v 属于 span(S1), v ∈ span(S2)，矛盾！则充分性得证.
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6. 设矩阵为 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 ,

(1) 对其进行倍乘行变换，即将第 i 行乘以 c，那么第 i 行会变为 cai1, cai2, . . . , cain，
而其他行不变. 记原先矩阵的列向量为 SA = {α1, α2, . . . , αn}，变换后的矩阵列
向量为 SB = {β1, β2, . . . , βn}.
先证 SA 线性相关 =⇒ SB 线性相关：若 SA 线性相关，则存在不全为零的系数
x1, x2, . . . , xn 使得 x1α1+x2α2+· · ·+xnαn = 0. 由于 SB 与 SA 只有第 i行不同，
我们仅需要判断第 i 行中的元素在系数 x1, x2, . . . , xn 下的线性组合是否为 0 即
可. 事实上我们有 x1cai1+x2cai2+· · ·+xncain = c(x1ai1+x2ai2+· · ·+xnain) = 0，
故 SB 线性相关.
再证 SB 线性相关 =⇒ SA 线性相关：若 SB 线性相关，由于倍乘行变换保证
c ̸= 0，故从 SB 到 SA 相当于做一次将第 i 行乘以 1

c
的行变换，同理可得 SA 线

性相关.
因此，对矩阵做倍乘行变换不改变矩阵的列的线性相关性.

(2) 对其进行对换行变换，即将第 i 行与第 j 行交换，其他行不变. 记原先矩阵的列
向量为 SA = {α1, α2, . . . , αn}，变换后的矩阵列向量为 SB = {β1, β2, . . . , βn}.
先证 SA 线性相关 =⇒ SB 线性相关：若 SA 线性相关，则存在不全为零的系数
x1, x2, . . . , xn 使得 x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = 0. 由于 SB 与 SA 只有第 i 行与
第 j 行不同，我们仅需要判断第 i 行与第 j 行中的元素在系数 x1, x2, . . . , xn 下
的线性组合是否均为 0 即可. 事实上由原先第 i（j）行的元素在 x1, x2, . . . , xn

下的线性组合为 0 即可得到变换后第 j（i）行的元素的线性组合为 0，故 SB 线
性相关.
再证 SB 线性相关 =⇒ SA 线性相关：若 SB 线性相关，从 SB 到 SA 相当于再
做一次相同的对换行变换，同理有 SA 线性相关.
因此，对矩阵做对换行变换不改变矩阵的列的线性相关性.

7. (1) 也就是求 α1, α2, α3, α4 的极大线性无关组. 利用讲义中所述求法：方程组

a1α1 + · · ·+ a4α4 = 0

对应系数矩阵


1 1 −2 1

2 −1 −1 1

4 −6 2 −2

3 6 −9 7

. 化简为行阶梯型：


1 1 −2 1

0 −3 3 −1

0 0 0 3

0 0 0 0

，因



第 3 讲 有限维线性空间 13

此 α1, α2, α3, α4 有非零解，这四个向量线性相关. （其实此处已知矩阵秩为 3，
即维数是 3）.
再选取 α1, α2, α4 来求解方程 a1α1 + a2α2 + a4α4 = 0：

1 1 1

2 −1 1

4 −6 −2

3 6 7

→


1 1 1

0 −3 −2

0 0 2

0 0 0

 ,

因此该方程组只有全零解，即 α1, α2, α4 是 α1, α2, α3, α4 的极大线性无关组. 则
span(α1, α2, α4) 的维数是 3. 一组基是 α1, α2, α4 .

(2) 也就是 a1α1 + · · · + a4α4 = β 有解：增广矩阵


1 1 −2 1 4

2 −1 −1 1 2

4 −6 2 −2 4

3 6 −9 7 a

 化为

1 1 −2 1 4

0 −3 3 −1 −6

0 0 0 − 8
3

8

0 0 0 0 a− 9

，若方程有解，则 a = 9. 求坐标，取 x3 = 0 代入得

β = 4α1 + 3α2 − 3α4.

8.9. 只需证明 B 线性无关即可. λ1 + λ2(xa) + λ3(x− a)2 求导，增加方程数得到

λ2 + 2λ3x = 0,

2λ3 = 0,

则 λ1 = λ2 = λ3，线性无关得证. 又 B 中向量个数等于 R[x]3 维数. 则 B 是一组基.
1 = 1 · 1+ 0 · (x− a) + 0× (x− a)2 ，即 (1, 0, 0)；x = a · 1+ 1 · (x− a) + 0× (x− a)2

，即 (a, 1, 0)；x2 = a2 · 1 + 2a · (x− a) + 1× (x− a)2 ，即 (a2, 2a, 1).

10. 等价于证明 α1, α2, α3, α5 − α4 线性无关. 即求解

λ1α1 + λ2α2 + λ3α3 + λ4(α5 − α4) = 0. (*)

由于 r(A) = r(B) = 3 可得 A 线性无关. B 线性相关. 由定理 3.2 得 α4 可由
α1, α2, α3 唯一表示：α4 = µ1α1 + µ2α2 + µ3α3. 则代入 (*) 式. 有

(λ1 − µ1λ4)α1 + (λ2 − µ2λ4)α2 + (λ3 − µ3λ4)α3 + λ4α5 = 0,

因为 r(C) = 4，α1, α2, α3, α5 线性无关. 有 λ4 = 0, λ1 = µ1λ4 = 0, λ2 = µ2λ4 =

0, λ3 = µ3λ4 = 0. 故 α1, α2, α3, α5 − α4 线性无关. 原题得证.



14 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

11. 相当于从 α1, . . . , αs 向量中选取 s−m 个向量丢弃，剩余向量的秩：

r(αi1, . . . , αim) ⩾ r − (s−m) = r +m− s.

12. 方程：λ1α1 + · · · + λnαn + λn+1β + λn+2γ = 0，显然 λn+1, λn+2 不全为零. 否则与
α1, . . . , αn 线性无关矛盾.

(1) 若 λn+1 = 0, λn+2 ̸= 0，则 γ 可被 α1, . . . , αn 表示. 若 λn+1 ̸= 0, λn+2 = 0，则
β 可被 α1, . . . , αn 表示.

(2) 若 λn+1λn+2 ̸= 0 ，则有

β = − 1

λn+1

(λ1α1 + · · ·+ λnαn + λn+2γ),

γ = − 1

λn+2

(λ1α1 + · · ·+ λnαn + λn+1β).

两组向量可以相互表示. 两者等价. 综上原题得证.

B 组

1. 充分性显然成立，下证必要性：由于 α1, . . . , αn 线性相关，则存在 m，其能使得
α1, . . . , αm 线性无关的最大下标，有 1 ⩽ m < n. 因此 i = m + 1，α1, . . . , αi−1

线性无关，α1, . . . , αi 线性相关. 可得 αi 可被 α1, . . . , αi−1 唯一表示.

2. (1) 设 U 的一组基为 u1, . . . , um，W 的一组基为 w1, . . . , wn. 由于 U ⊆ W，则
u1, . . . , um 可由 w1, . . . , wn 线性表示，且 u1, . . . , um 线性无关. 由定理 3.3 的等
价命题可得 m ⩽ n，则 m = dimU ⩽ dimW = n 的得证.

(2) 因为 dimU = dimW，则 u1, . . . , um 也是 W 的一组基. 则 W 的任意向量均可
由 u1, . . . , um 表示，可得 W ⊆ U，而 U ⊆ W，故有 U = W 得证.

3. 反证法. 若存在两个向量 αi, αj 可被前面的向量表示，即

αi = λ0β + λ1α1 + · · ·+ λi−1αi−1,

αj = µ0β + µ1α1 + · · ·+ µj−1αj−1.

如果 λ0 或者 µ0 为 0，则有向量组中的 αi 或 αj 可被其他向量线性表示，则该向量
组相关，这与条件矛盾. 若 λ0 与 µ0 均不为 0，等式可化为

1

λ0

αi = β +
λ1

λ0

α1 + · · ·+ λi−1

λ0

αi−1,

1

µ0

αj = β +
µ1

µ0

α1 + · · ·+ µj−1

µ0

αj−1.
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不妨设 i > j. 相减得

1

λ0

αi =

(
λ1

λ0

− µ1

µ0

)
α1 + · · ·+

(
λi

λ0

+
1

µ0

)
αj +

λi−1

λ0

αi−1,

则 αi 可被其他向量线性表示，因此向量组线性相关，与条件矛盾. 综上，至多有一
个向量 αi 可被前面的相邻线性表示.

4. 考虑使用求导构造更多方程.
k0 + k1 · eλ1x + k2 · eλ2x = 0

k1λ1 · eλ1x + k2λ2 · eλ2x = 0

k1λ
2
1 · eλ1x + k2λ

2
2 · eλ2x = 0

,

由后两式可知 k1k2(λ1 −λ0) = 0. 又 λ1 ̸= λ2，故 k1 = k2 = 0，代回第一式得 k0 = 0，
则 1, eλ1x, eλ2x 线性无关，得证.

5. 只需证明 αr 可以被 α1, . . . , αr−1, β 表示即可. 由于 β 是 α1, . . . , αr−1 的线性组合，若
λr = 0，则 β 是 α1, . . . , αr−1的线性组合. 这与条件矛盾. 因此 αr = − 1

λr

(λ1α1+· · ·+

λr−1αr−1 − β)，则这两组向量等价. span(α1, . . . , αr−1, αr) = span(α1, . . . , αr−1, β)

得证.

6. 分析该实线性空间，可以看出加法单位元为 1，数乘单位元为 1. 我们给出一组基：e，
其中 e 为自然对数的底数. 当然, 2，3 或者 10 都可以作为一组基. 接下来我们验证 e

是 R+ 的基：∀a ∈ R+, ∃k = ln a ∈ R，满足 k ⊙ e = ek = a，则 span(e) = R+ 成立.
由于该向量组只有一个元素，且并非设该空间的零元 1，则 e 是线性无关的. 得证.

C 组

1. (1) 若不全为 0. 不妨设设至少有 ki = 0，则有 k1α1 + · · · + ki−1αi−1 + ki+1αi+1 +

· · · + kmαm = 0，并且系数不全为 0. 因此 α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αm 这 m − 1

个向量相关，与题设矛盾. 则原题得证.

(2) l1 ̸= 0，则 l2, . . . , lm 均不为 0.

i. 若 k1 = · · · = km = 0. 原式显然成立.
ii. 若 k1, . . . , km 不全为 0. 则

l1(k1α1 + · · ·+ kmαm) = 0,

k1(l1α1 + · · ·+ lmαm) = 0.

两式相减，得

(k2l1 − k1l2)α2 + · · ·+ (kml1 − k1lm)αm = 0,
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因为 α2, . . . , αm 线性无关. 则以上系数均为 0. 故 k2
l2

=
k1
l1
, . . . ,

km
lm

=
k1
l1
.

得证.

2. 利用递推法：当 r = 1时，由于 α1 线性无关，可得 α1 ̸= 0. 设 α1 = λ1β1+ · · ·+λnβn，
则至少存在一个 λi ̸= 0，不妨设 λ1 ̸= 0，因此有 β1 = − 1

λ1

(−α1+λ2β2+ · · ·+λnβn)，

故 β1, . . . , βn 与 α1, β2, . . . , βn 等价.

当 r = 2 时，由于 α1, α2 无关. 有 α1α2 ̸= 0. 根据 r = 1 的情况，不妨设 β1, . . . , βn

与 α1, β2, . . . , βn 等价. 因此 α2 可由 α1, β2, . . . , βn 表出：

α2 = µ1α1 + µ2β2 + · · ·+ µnβn.

由于 α1, α2 无关，故 µ2, . . . , µn 至少有一个非零的数. 不妨设 µ2 ̸= 0，同上可得
α1, α2, β3, . . . , βn 就与 α1, β2, . . . , βn 等价，也与 β1, β2, . . . , βn 等价. 综上，通过递推
可知，对正整数 r，上述结论依然成立.

3. (1) α = (1, 1, . . . , 1)T,W = span(α), 显然 W 是满足条件的一维子空间.

(2) 考虑反证法：若 dimW > 1，则 W 中存在线性无关的两向量. 由条件，

a1, . . . , an, b1, . . . , bn ̸= 0,

可设 a1 = kb1, k ∈ F，因此 α− kβ = (0, a2 − kb− 2, . . . , an − kbn)
T ∈ W . 且由

于 α, β 无关，α− kβ ̸= 0 但存在分量为 0，这与条件矛盾. 故 dimW = 1.

(3) 考虑反证法：若 dimW > r + 1，则存在 r + 2 个线性无关的向量，设为

α1 = (a11, a12, . . . , a1(r+1), . . . , a1n)
T,

...

αr+2 = (a(r+2)1, a(r+2)2, . . . , a(r+2)(r+1), . . . , a(r+2)n)
T.

取这些向量的前 r + 1 个分量组成新的向量组：

β1 = (a11, a12, . . . , a1(r+1))
T,

...

βr+2 = (a(r+2)1, a(r+2)2, . . . , a(r+2)(r+1))
T.

由于 β1, . . . , βr+2 是 r + 2 个 r + 1 维向量，其必然线性相关，则存在不全为 0
的系数 λ1, . . . , λr+2，λ1β1 + · · ·+ λr+2βr+2 = 0. 由于 α1, . . . , αr+2 线性无关知：
λ1α1 + · · · + λr+2αr+2 ̸= 0，且其属于 W . 但其前 r + 1 个分量均为 0，这与条
件矛盾. 故 dimW ⩽ r + 1 得证.
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4. 先证明 Q( 3
√
2) 是 Q 上的线性空间：

Q( 3
√
2)对通常的加法构成交换群以及其封闭性是显然的，在此不再赘述，下阐述数乘

性质：

(1) ∀v = a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 ∈ Q( 3

√
2), 1(a+ b 3

√
2 + c 3

√
4) = a+ b 3

√
2 + c 3

√
4；

(2) ∀v = a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 ∈ Q( 3

√
2), ∀λ, µ ∈ Q, λ(µv) = (λµ)v；

(3) ∀v = a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 ∈ Q( 3

√
2), ∀λ, µ ∈ Q, (λ+ µ)v = (λ+ µ)a+ (λ+ µ)b 3

√
2 +

(λ+ µ)c 3
√
4 = λ(a+ b 3

√
2 + c 3

√
4) + µ(a+ b 3

√
2 + c 3

√
4) = λv + µv；

(4) ∀v = a1 + b1
3
√
2 + c1

3
√
4, u = a2 + b2

3
√
2 + c2

3
√
4 ∈ Q( 3

√
2), ∀λ ∈ Q, λ(v + u) =

λ(a1+a2)+λ(b1+ b2)
3
√
2+λ(c1+ c2)

3
√
4 = λ(a1+ b1

3
√
2+ c1

3
√
4)+λ(a2+ b2

3
√
2+

c2
3
√
4) = λv + λu；

(5)（封闭性）∀v = a + b 3
√
2 + c 3

√
4 ∈ Q( 3

√
2), ∀λ ∈ Q, λv = λa + λb 3

√
2 + λc 3

√
4 ∈

Q( 3
√
2).

故 Q( 3
√
2) 是 Q 上的线性空间.

下求 Q( 3
√
2) 的维数. 考虑找 Q( 3

√
2) 的一组基，我们给出 {1, 3

√
2, 3
√
4}，下证其为

Q( 3
√
2) 的一组基：

(1)（线性无关）令 k1 + k2
3
√
2 + k3

3
√
4 = 0，其中 k1, k2, k3 ∈ Q，由于左边只有第一

项为有理数，故有 k1 = 0，进而有 3
√
2(k2 + k3

3
√
2) = 0，又可得到 k2 = 0，并且

k3 = 0. 故 {1, 3
√
2, 3
√
4} 线性无关.

(2)（张成空间）由 Q( 3
√
2) 的定义易得.

综上，Q( 3
√
2) 是 Q 上的线性空间，且 dimQ( 3

√
2) = 3.

5. 取 F(K) 的一组基 f1, f2, . . . , fn，E(F) 的一组基 e1, e2, . . . , em，下证向量组 B =

{f1e1, f2e1, . . . , fne1, f1e2, f2e2, . . . , fne2, . . . , f1em, f2em, . . . , fnem} 是 E(K) 的一组
基：

(1)（线性无关）令 k11f1e1+k12f2e1+· · ·+k1nfne1+k21f1e2+k22f2e2+· · ·+k2nfne2+

· · ·+ km1f1em + km2f2em + · · ·+ kmnfnem = 0，其中 kij ∈ K，则
m∑
i=1

(
n∑

j=1

kijfj

)
ei = 0.

由于 e1, e2, . . . , en 是 E(F) 的一组基 e1, e2, . . . , em，我们有

n∑
j=1

kijfj = 0, ∀i = 1, 2, . . . ,m.

而 f1, f2, . . . , fn 又是 F(K) 的一组基，故 kij = 0，即向量组 B 线性无关.
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(2)（张成空间）∀e = µ1e1+µ2e2+· · ·+µmem ∈ E (µ1, µ2, . . . , µm ∈ F)，由于 µi ∈ F，
故存在 kij ∈ K 使得 µi = ki1f1 + ki2f2 + · · ·+ kinfn，于是

e =
m∑
i=1

(
n∑

j=1

kijfj

)
ei =

m∑
i=1

n∑
j=1

kijfjei.

故 e ∈ spanB.

综上，B 是 E(K) 的一组基，故 dimE(K) = mn.

6.
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第 4 讲 线性空间的运算

A 组

1. (1) 显然任意 α ∈ v, β ∈ w, 有 α, β ∈ R4 成立，因此只需证明 v, w 封闭即可. 由于
v, w 内向量的约束条件都是齐次线性方程，封闭性自然满足，则 v, w 都是 R4 的
子空间.

(2) i. V ∩ W = {(a1, a2, a3, a4) | a1 + a2 + a3 + a4 = 0, a1 − a2 − a3 + a4 =

0, a1 + a2 + a3 − a4 = 0} 或者是 {(0, a,−a, 0) | α ∈ R}.

ii. 由维数公式：dimV + dimW = dim(V ∩W ) + dim(V +W )，易得 dimV =

3, dimW = 2, dim(V ∩W ) = 1，因此 dim(V +W ) = 4，则有 V +W = R4.

iii. 先得到 W 的基：列出齐次线性方程组：a1 − a2 − a3 + a4 = 0

a1 + a2 + a3 − a4 = 0

高斯消元得到行阶梯矩阵 (
1 0 0 0

0 1 1 −1

)

秩为 2，基分别为 β1 = (0,−1, 1, 0)，β2 = (0, 1, 0, 1)，则 W 的补空间维数
是 dimR4 − dimW = 2.
利用基的扩张求其补空间的基. 也即求 β1, β2, e1, e2, e3, e4 的极大无关组，其
中 e1, e2, e3, e4 是自然基.

0 0 1 0 0 0

−1 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

→


1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 −1


则 β1, β2, e1, e2 即是扩张后的基，因此 W 的补空间的一组基为 e1, e2.

2. (1) 先将各向量用坐标表示：

f1 = (−1, 1, 0, 0), f2 = (1, 0,−1, 0), f3 = (1, 0, 0,−1)

g1 = (0, 1,−1, 0), g2 = (0, 1, 0, 1)

V1 + V2 = span(f1, f2, f3, g1, g2)
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只需求 f1, f2, f3, g1, g2 的极大线性无关组即可.
−1 1 1 0 0

1 0 0 1 1

0 −1 0 −1 0

0 0 −1 0 1

→


1 −1 −1 0 0

0 1 1 1 1

0 0 1 0 1

0 0 0 0 1


则极大线性无关组为 f1, f2, f3, g2，因此 V1 + V2 的基为 f1, f2, f3, g2，维数为 4.

(2) 易得 dimV1 = 3, dimV2 = 2. 则 dim(V1∩V2) = dimV1+dimV2−dim(V1+V2) =

1. 只需找到属于 V1 ∩ V2 的一个向量，其就是 V1 ∩ V2 的基.

U = λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = µ1g1 + µ2g2,

已知 g1 可被 f1, f2, f3, g2 表示，则只需取 µ1 = 1，再求解其它系数即解得：

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 0, µ2 = 0,

因此 u = g1 = (0, 1,−1, 0) 或者 x− x2 是 V1 ∩ V2 的一组基.

(3) 只需求 g1, g2, e1, e2, e3, e4 的极大无关组即可.
0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 0

−1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

→


1 1 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 −1


则 g1, g2, e1, e2 是一组极大无关组. V2 在 R[x]4 的补是 span(e1, e2) 其中 e1 =

1, e2 = x.

3.

4.

5. 证: 因为 V1, V2是非平凡子空间,所以存在 α /∈ V1. 若 α /∈ V2,则命题得证；若 α ∈ V2,
另有 β /∈ V2,此时若 β /∈ V1,命题也得证. 设 β ∈ V1,则 α /∈ V1, α ∈ V2, β ∈ V1, β /∈ V2.
考虑 α + β ∈ V1, 由 β ∈ V1 =⇒ α ∈ V1, 从而得出矛盾, 所以 α + β /∈ V1. 类似可证
α+ β /∈ V2. 于是命题成立.

6. 证: （归纳法）当 r = 2 时由上题知成立. 假设 r = k− 1 时也成立, 即存在 α ∈ V 使
得 α 同时不属于 Vi(i = 1, 2, . . . , k − 1) 下面证明 r = k 时也成立. 显然当此 α /∈ Vk

则 α 即为所求. 若 α ∈ Vk, 由于 Vk 是 V 的真子空间, 故有 β /∈ Vk, 易知对任意
Vi(i = 1, 2, . . . , k − 1) 都至多有一个 ki, 使得 β + kiα /∈ Vi; i = 1, 2, . . . , k − 1, 我们取
异于 ki 的数 k, 则必有 β + kα /∈ Vi; i = 1, 2, . . . , k − 1. 又由于 α ∈ Vk, β /∈ Vk 故有
β + kα /∈ Vk, 故 β + kα /∈ Vk (i = 1, 2, . . . , k).
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B 组

1. (1) V1 ∩ V2 即是两组方程组合并后的解空间.
3 4 −5 7

4 11 −13 16

2 −3 3 −2

7 −2 1 3

→


1 7 −8 9

0 −17 19 −20

0 0 0 0

0 0 0 0


则解向量 u1 =

(
3
17
, 19
17
, 1, 0

)T
, u2 =

(
13
17
,− 20

17
, 0, 1

)T. u1, u2 是 V1 ∩ V2 的基，则
其维数为 2.

(2) 易得 dimV1 = 2, dimV2 = 2，则由维数公式 dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 −
dim(V1 ∩ V2) = 2 又 V1 ∩ V2 ⊆ V1 + V2，且二者维数相等. 则 V1 ∩ V2 = V1 + V2，
亦即 V1 = V2. 所以 V1 + V2 的基也是 u1, u2，同 V1 ∩ V2.

2. 首先证明 (1) (2) 等价. 显然 (2) 可以直接推出 (1)，下证 (1) 可推出 (2) 成立. 反证
法：若存在 α ∈ W1，有 α ̸∈ W2，并且存在 β ∈ W2, 有 β ̸∈ W1. 则 α ∈ W1 ∪W2，
且 β ∈ W1 ∪W2. 但 α+ β ̸∈ W1 且 α+ β ̸∈ W2，即 α+ β ̸∈ W1 ∪W2. 这与 W1 ∪W2

是子空间矛盾. 因此任意 α ∈ W1, 有 α ̸∈ W2，或者任意 β ∈ W2, 有 β ̸∈ W1. 即
W1 ⊆ W2 或者 W2 ⊆ W1.

接下来证明 (1) (3) 等价：显然 (3) 可以直接推出 (1)，下证 (1) 推出 (3) ：因为
W1∪W2 是 V 的子空间，对于 ∀α ∈ W1, ∀β ∈ W2, α ∈ W1∪W2 且 β ∈ W1∪W2，则
λα + µβ ∈ W1 ∪W2. 这与和空间的定义是完全一致的. 因此，W1 ∪W2 = W1 +W2

得证. 综上，以上三命题是等价的.

(2) (3) 的等价性留待读者自行验证，与证明 (1) (2) 等价是基本一致的.

3. 我们很自然地想到，可以任取 n 维空间 V 的一组基 α1, α2, . . . , αn，然后取 Vi =

span(αi). 如果 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn，我们就成功地为每个 n 维空间找到了写成 n

个一维子空间直和的分解形式. 下面我们来证明这一构造的正确性：

(1)

(2)

4. (1) 显然 V2 ⊆ V，只需证明 V2封闭即可. 对于 v = k1α1+· · ·+knαn, v
′ = k′

1α1+· · ·+
k′
nαn. λv+µv′ = (λk1+µk′

1)α1+ · · ·+(λkn+µk′
n)αn，因此 λv+µv′ ∈ V2 ∈ V2，

V2 封闭，则 V2 是 V 的子空间.

(2) 设 W = V1 + V2. 对任意 v ∈ V1, v = λα1 + 2λα2 + · · · + nλαn，则 λ + 2
λ

2
+

· · ·+ n
λ

n
= nλ，因此当 v ̸= 0 时，v ̸∈ v2，则 V1 ∩ V2 = {0}，有 W = V1 ⊕ V2.



22 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

下证 W = V，易得 dimV1 = 1. 对于 V2，写成坐标形式，则其是一个方程组

的解空间，系数矩阵 A =



1 1
2

· · · 1
n

0
. . .

. . .
0


. 方程组为 AK = 0，则 dimV2 =

n− r(A) = n− 1，因此 dimW = dimV1 + dimV2 = n = dimV，又 W ⊆ V , 则
W = V 得证，综上 V = V1 ⊕ V2.

5.6. (1) 法一：反证法. 如果 ∃v1 ∈ V1, v1 ̸∈ V2,且 ∃v2 ∈ V2, v2 ̸∈ V1，则有 v1, v2 ̸∈ V1∩V2

并且 v1, v2 线性无关. 设 A = {α1, . . . , αn} 是 V1 ∩ V2 的基. 由基扩张，设
B = {α1, . . . , αn, αn+1, . . . , αn+k} 是 V1 + V2 的基. 由于 v1, v2 不在 V1 ∩ V2 中，
因此 A 无法表出 v1, v2. 则 α1, . . . , αn, v1, v2 线性无关. 又 v1, v2 ∈ V1 + V2，则
α1, . . . , αn, v1, v2 可由 α1, . . . , αn+k 线性表出. 由定理 3.3 得 n+ 2 ⩽ n+ k，即
dim(V1 + V2) ≥ dim(V1 ∩ V2) + 2，这与条件矛盾. 因此，∀v1 ∈ V1, v1 ∈ V2 或
∀v2 ∈ V2, v2 ∈ V1. 即 V1 ⊆ V2 或 V2 ⊆ V1，得证.

(2) 法二：维数公式. dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) = 2 dim(V1 ∩
V2) + 1，即 (dimV1 − dim(V1 ∩ V2)) + (dimV2 − dim(V1 ∩ V2)) = 1. 于是，要
么 dimV1 − dim(V1 ∩ V2) = 0，要么 dimV2 − dim(V1 ∩ V2) = 0，即 V1 ⊆ V2 或
V2 ⊆ V1，得证.

7. (1) 正确，若 α ∈ V，则 α ∈ V1 ∪ V2 · · · ∪ Vs，即 α ∈ V ∩ (V1 ∪ V2 · · · ∪ Vs)，则
α ∈ (V ∩ V1) ∪ · · · ∪ (V ∩ Vs)，则 V ⊆ (V1 ∩ V ) ∪ · · · ∪ (Vs ∩ V ). 另一边类似的
同样成立，则有 V = (V1 ∩ V ) ∪ · · · ∪ (Vs ∩ V ) 得证.

(2) 错误，反例：设 V1, V2, V3 是平面 K 上三条过原点 O 的不重合直线，则 V ⊆
K = V1 + V2，但 V ∩ V1 = {0}, V ∩ V2 = {0}，V ̸= (V ∩ V1) + (V ∩ V2).

8.

9. 设 A,B 为 V 的仿射子集, 若 A,B 交于一点 v, 则令 {0} 为子空间，此时 A ∩ B =

v + {0}, 仍然是子空间，若至少有两点 u, v ∈ A ∩B, 则 ∀u, v ∈ A ∩B, 我们

λu+ (1− λ)v ∈ A

λu+ (1− λ)v ∈ B

λu+ (1− λ)v ∈ A ∩B

故 A,B 的交集是仿射子集. 空集的情况显然不必多说.
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C 组

1. 由前 B 组第 8题的证明可知W0 = (W1∩W2)∪· · ·∪(Ws∩W0). 由于W1∩W2 · · ·Ws∩
W0 都是 W0 的子空间，根据覆盖定理，必存在 i，使得 W0 = Wi ∩W0，即 W0 ⊆ Wi

得证.

2.

3.

4. (1) 对于 v = λ1v1+· · ·+λmvm ∈ A和 w = η1v1+· · ·+ηmvm ∈ A,且 λ1, · · · , λm ∈ F,
λ1+ · · ·+λm = 1 , η1, · · · , ηm ∈ F, η1+ · · ·+ ηm = 1. 对于任意的 λ ∈ F, 我们有

λv + (1− λ)w =
m∑
i=1

(λλi + (1− λ)ηi)vi.

注意到

m∑
i=1

(λλi + (1− λ)ηi) = λ
m∑
i=1

λi + (1− λ)
n∑

i=1

ηi = λ+ (1− λ) = 1,

我们有 λv + (1− λ)w ∈ A. 故 A 是 V 的一个仿射子集

(2) 我们使用数学归纳法来证明，对于任意 V 的仿射子集W ,其包含 v1, · · · , vmk ≤
m, 如果 λ1 + · · ·+ λk = 1, 我们有

k∑
j=1

λjvj ∈ W.

当 k = 1 和 k = 2 时，结论是显然的. 假设 k 时成立, 接下来对于 k + 1

(k + 1 ⩽ m). 我们假设 λ1 + · · ·+ λk+1 = 1. 若 λk+1 = 1, 那么

k+1∑
j=1

λjvj = vk+1 ∈ W.

若 λk+1 ̸= 1, 那么
1

1− λk+1

(λ1 + · · ·+ λk) = 1.

由归纳假设，我们有

1

1− λk+1

(λ1v1 + · · ·+ λkvk) ∈ W.

也有

(1− ak+1)

(
1

1− λk+1

(λ1v1 + · · ·+ λkvk)

)
+ ak+1vk+1 ∈ W,



24 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

即
λ1v1 + · · ·+ λk+1vk+1 ∈ W.

故而 λ1, · · · , λm ∈ F, λ1 + · · ·+ λm = 1,

λ1v1 + · · ·+ λmvm ∈ W,

有 A ⊂ W .

(3) 注意到 λ1 + · · ·+ λm = 1, 我们有

λ1v1 + · · ·+ λmvm = v1 + λ2(v2 − v1) + · · ·+ λm(vm − v1).

所以 A ⊂ v1 + span(v2 − v1, · · · , vm − v1). 类似的，对于任意

v ∈ v1 + span(v2 − v1, · · · , vm − v1),

v 可以被写为

v1 +
m∑
i=2

λi(vi − v1) = (1− λ2 − · · · − λm)v1 +
m∑
i=2

λivi

对于 λ2, · · · , λm ∈ F. 注意到

(1− λ2 − · · · − λm) +
m∑
i=2

λi = 1,

可以推出 v1 + span(v2 − v1, · · · , vm − v1) ⊂ A. 因此

A = v1 + span(v2 − v1, · · · , vm − v1).

v = v1�U = span(v2 − v1, · · · , vm − v1), 有 dimU ≤ m− 1
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第 5 讲 线性映射

A 组

1. σ(W1)是 V2 的子空间. ∀v1, v2 ∈ σ(W1)，∃w1, w2 ∈ W1 使得 σ(w1) = v1，σ(w2) = v2，
因此

σ(w1 + w2) = σ(w1) + σ(w2) = v1 + v2 ∈ σ(W1),

σ(λw1) = λσ(w1) = λv1 ∈ σ(W1),

因此 σ(W1) 是 V2 的子空间.

σ−1(W2) 是 V1 的子空间. ∀v1, v2 ∈ σ−1(W2)，σ(v1), σ(v2) ∈ W2，因此

σ(v1 + v2) = σ(v1) + σ(v2) ∈ W2,

σ(λv1) = λσ(v1) ∈ W2,

因此 v1 + v2 ∈ σ−1(W2)，λv1 ∈ σ−1(W2)，因此 σ−1(W2) 是 V1 的子空间.

2. (1) 使用数学归纳法证明即可.

(2) 由 (σ + τ)2 = σ + τ，

(σ + τ)2 = σ2 ++στ + τσ + τ 2 = σ + τ

得

στ + τσ = θ (.1)

式 .1 两边左乘 σ 得

σ(στ + τσ) = σ2τ + στσ = σθ

= στ + στσ = θ (.2)

式 .1 两边右乘 σ 得

(στ + τσ)σ = στσ + τσ2 = θσ

= στσ + τσ = θ (.3)

式 .3 减去式 .2 得
στ − τσ = θ (.4)

由式 .1 与式 .4 得
στ = θ
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(3) 若 στ = τσ，则

(σ + τ − στ)2

= σ2 + τ 2 + 2στ − στσ − στ 2 − σ2τ − τστ + σ2τ 2

= σ + τ + 2στ − στσ − στ − στ − τσ − στ + στ

= σ + τ − στ

3. 存在. 设

σ(1,−1, 1) = σ(e1 − e2 + e3)

= σ(e1)− σ(e2) + σ(e3)

= (1, 0) = ε1 (.5)

σ(1, 1, 1) = σ(e1 + e2 + e3)

= σ(e1) + σ(e2) + σ(e3)

= (0, 1) = ε2 (.6)

可取 σ(e3) = (0, 0). 联立item .5 与item .6 解得

σ(e1) =
1

2
(ε1 + ε2)

σ(e2) =
1

2
(ε1 − ε2)

因此存在线性映射 σ : R3 → R2 满足题设条件，其关于 R3 基的像为

σ(e1) =
1

2
(ε1 + ε2)

σ(e2) =
1

2
(ε1 − ε2)

σ(e3) = (0, 0)

4. 不存在. 不存在从 R2 到 R3 的满射.

5.
σ(x1, x2, . . . , xn) = x1(1, 0, . . . , 0)

所以

σ(V ) = span(e1)

r(σ) = 1
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由于 σ(e1) = e1, σ(e2) = · · · = σ(en) = 0，所以

kerσ = span(e2, e3, . . . , en)

dimkerσ = n− 1

6. 其逆映射是同构映射是显然的. 我们只证明复合映射

对于两个同构映射 σ : V1 → V2, τ : V2 → V3，我们有其核空间 kerστ ,τ 是单的，将 0

映射到 0，σ 也是单的，故 στ 是单的，将 0 映射到 0；σ 是满的，τ 也是满的，故
στ 是满的，故 στ 是双射，是同构映射.

如果从矩阵的角度来理解：同构映射对应的矩阵是可逆矩阵；可逆矩阵的逆矩阵，可
逆矩阵的乘积矩阵仍然是可逆矩阵.

7. 根据定义一一验证，只需要注意对于每一个位置的加法和数乘都是独立的即可.

B 组

1. 不存在. 假设存在，则由 α1 + α2 + α3 = 0 有

σ(0) = σ(α1 + α2 + α3)

= σ(α1) + σ(α2) + σ(α3)

= β1 + β2 + β3 = 0

这与 β1 + β2 + β3 = (2, 2) 矛盾.

2. ∀x1, x2, y1, y2, k1, k2 ∈ F，有

T (k1(x1α1 + x2α2) + k2(y1α1 + y2α2))

= r1(k1x1 + k2y1)α1 + r2(k1x2 + k2y2)α2

= k1(r1x1α1 + r2x2α2) + k2(r1y1α1 + r2y2α2)

= k1T (x1α1 + x2α2) + k2T (y1α1 + y2α2)

因此 T 是线性映射. 其几何意义：将 R2 中向量沿 x, y 轴分别变为原来的 r1, r2 倍.

3. (1)

σ2(x1, x2) = σ(σ(x1, x2))

= σ(x1 − x2, x1 + x2)

= ((x1 − x2)− (x1 + x2), (x1 − x2) + (x1 + x2))

= (−2x2, 2x1)
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(2) σ 可逆的充分必要条件是存在线性变换 τ 使得 στ = I. 于是，∀α ∈ R2，令
(τσ)(α) = α，即

(τσ)(x1, x2) = τ(x1 − x2, x1 + x2) = τ(y1, y2) = (x1, x2)

解得

x1 =
y1 + y2

2

x2 =
y1 − y2

2

所以

τ(x1, x2) = σ−1(x1, x2) =

(
x1 + x2

2
,
x1 − x2

2

)
(3) 当 ξ = θ 时，显然满足 ξτ = θ. 当 ξ ̸= θ 时，

ξτ(x1, x2) = ξ(x1 − x2, x2 − x1) = (0, 0)

记 y1 = x1 − x2, y2 = x2 − x1. 由于 y1 + y2 = 0，

τ(y1, y2) = (y1 + y2, y1 + y2)

即 τ(x1, x2) = (x1 + x2, x1 + x2) 满足 ξτ = θ.

4. (1)

r(θ) = 1

r(τ) = 2

im θ = span(e1)

ker θ = span(e1, e2)

(2)

(στ)(x1, x2, x3) = σ(x1 + x2 + x3, x1 − x2, 0) = (0, 0, 0)

r(στ) = 0

(τσ)(x1, x2, x3) = τ(x3, 0, 0) = (x3, x3, 0)

τσ ̸= θ = στ

求 r(τσ)，方法 1：

(τσ)(V ) = span((1, 1, 0))

r(τσ) = 1
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方法 2：由 τσ ̸= θ 知

1 ⩽ r(τσ) ⩽ min{r(τ), r(σ)} = 1

因此 r(τσ) = 1.

(σ + τ)(x1, x2, x3) = σ(x1, x2, x3) + τ(x1, x2, x3)

= (x1 + x2 + 2x3, x1 − x2, 0)

= x1(1, 1, 0) + x2(1,−1, 0) + x3(2, 0, 0)

r(σ + τ) = r{(1, 1, 0), (1,−1, 0), (2, 0, 0)} = 2

(3)

im τ = span((1, 1, 0), (1,−1, 0), (2, 0, 0))

= span((1, 1, 0), (1,−1, 0))

ker τ = span((1, 1,−2))

可得
im τ + ker τ = span((1, 1, 0), (1,−1, 0), (1, 1,−2)) = R3

5. 使用反证法. 假设 α, σ(α), . . . , σk−1(α) 线性相关，则存在不全为 0 的 l0, l1, . . . , lk−1

使得
l0α+ l1σ(α) + · · ·+ lk−1σ

k−1(α) = 0

记 i = min{k | lk ̸= 0}，则

liσ
i(α) + li+1σ

i+1(α) + · · ·+ lk−1σ
k−1(α) = 0

两边同时作用 σk−i−1. 由于 σk(α) = 0，故 σk+1(α) = σk+2(α) = · · · = 0，上式成为

liσ
k−1(α) = 0

而 li ̸= 0, σk−1(α) ̸= 0，矛盾！

6. (1) 证明略, 根据定义直接套即可设

f(x) = ax2 + bx+ c, f(1) = 0 ⇒ a+ b+ c = 0

解得
(a, b, c) = k1(1, 0,−1) + k2(0, 1,−1)

故
W = span{x2 − 1, x− 1}, dimW = 2

.
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(2) 证明仍然是根据线性映射的定义验证即可，此处略去；kerT 即为第一问的W,imT=span{1}.

(3) 由于二维线性空间任意三个向量线性相关，f, g, h ∈ W 故线性相关.

7. (1) 证明：∀p1(x), p2(x) ∈ R[x]n, ∀k1, k2 ∈ R，有

σ(k1p1 + k2p2) = (k1p1(x) + k2p2(x))
′

= k1p
′
1(x) + k2p

′
2(x) = k1σ(p1) + k2σ(p2)

因此 σ 是 R[x]n 上的线性变换.

(2)

imσ = span(σ(1), σ(x), σ(x2), . . . , σ(xn−1))

= span(1, 2x, . . . , (n− 1)xn−2)

= span(1, x, . . . , xn−2)

r(σ) = n− 1

可知 σ 不是单射，因此不可逆.

(3) 由 σ(p(x)) = 0 可知 p(x) = c（常数）. 因此 kerσ = span(1), dimkerσ = 1.

(4)

r(σ) + dimkerσ = (n− 1) + 1 = n

imσ + kerσ = span(1, x, . . . , xn−2) = imσ ̸= R[x]n

8. (1) 可能. 例如 σ(x, y) = (x+ y, x+ y).

imσ = span(e1 + e2)

kerσ = span(e1 − e2)

imσ ∩ kerσ = {0}

(2) 可能. 例如 σ(x, y, z) = (x− y, x− y, x− y).

imσ = span((1, 1, 1))

kerσ = span((1, 1, 1), (1, 1, 0))

imσ ⊆ kerσ

(3) 可能. 例如 σ(x, y) = (x− y, x− y).

imσ = kerσ = span((1, 1))
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(4) 可能. 例如 σ(x, y) = (x, x− y).

imσ = R2

kerσ = {0}

kerσ ⊆ imσ

9. (1) 错误. 一个反例为 σ(x1, x2) = (x1 − x2, x1 − x2)，则 imσ+ kerσ = span((1, 1)).

(2) 正确. imσ + kerσ ⊆ V，此时 dim(imσ + kerσ) = dim imσ + dimkerσ − 0 =

dimV，所以 imσ + kerσ = V .

(3) 错误. ∀α ∈ V 有

(σ1 + σ2)(α) = σ1(α) + σ2(α) ∈ σ1(V ) + σ2(V )

所以

(σ1 + σ2)(V ) ⊆ σ1(V ) + σ2(V )

但上式中等号不一定成立. 反例：V = R3 上的线性变换 σ1, σ2 关于 R3 的基
e1, e2, e3 的像分别为

σ1(e1) = e1, σ1(e2) = σ1(e3) = e2

σ2(e1) = e1, σ2(e2) = σ2(e3) = e3

σ1(V ) = span(e1, e2), σ2(V ) = span(e1, e3)

σ1(V ) + σ2(V ) = span(e1, e2, e3) = R3

而

(σ1 + σ2)(e1) = e1 + e1 = 2e1

(σ1 + σ2)(e2) = (σ1 + σ2)(e3) = e2 + e3

(σ1 + σ2)(V ) = span(e1, e2 + e3) ̸= R3

(4) 错误. (I − σ)(V ) + σ(V ) ⊆ V，等号不一定成立，原因同 (3)，此时只需将 I − σ

视作 σ1，将 σ 视作 σ2.

10. (1) 在. 因为
σ(α1) = −2σ(σ2) + σ(α3) = σ(−2α2 + α3)

同构映射 σ 可逆. 所以

α1 = −2α2 + α3 ∈ span(α2, α3)
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(2) 对于注意力惊人的同学，直接观察当然可得答案；如果没什么思路，我们可以先
从定义入手；由于同构是将基映射到基的，我们可以将对于 α 的操作看做对于
其像的操作，为了方便，在这里直接用 a 来代替 α 的像，若 β ∈ W1 ∩W2，则

β = x1a1 + x2a2 = x′
3a3 + x′

4a4 =⇒ x1a1 + x2a2 − x′
3a3 − x′

4a4 = 0

改写 x′
3, x

′
4 为 x3, x4，则转换为

x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4 = 0

对应的系数矩阵为 
1 −2 −3 1

0 1 2 1

1 0 1 2


四个未知数，三个方程，解得其基础解系为

−1

−2

1

0


故 β = k(−a1 +−2a2 = −a3) 其中 k ∈ R. 故所求交空间的基为 α3(注意要对应
回 V (R) 中)

11. 我们仅对 n = 3 的情况给出证明.

先证 σ 是线性映射. ∀p(x), q(x) ∈ R[x]3, ∀k1, k2 ∈ R 有

σ(k1p(x) + k2q(x))

= (k1p(c1) + k2q(c1), k1p(c2) + k2q(c2), k1p(c3) + k2q(c3))

= k1(p(c1), p(c2), p(c3)) + k1(q(c1), q(c2), q(c3))

= k1σ(p(x)) + k2σ(q(x))

再证 σ 是双射，即 ∀(d1, d2, d3) ∈ R3，存在唯一的

p(x) = a+ bx+ cx2 ∈ R[x]3

使 σ(p(x)) = (d1, d2, d3). 根据

σ(p(x)) = (p(c1), p(c2), p(c3))

以及 σ(p(x)) = (d1, d2, d3)，有
a+ bc1 + cc21 = d1

a+ bc2 + cc22 = d2

a+ bc3 + cc33 = d3
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方程组是关于未知元 a, b, c 的三元线性非齐次方程组，其中 c1, c2, c3 是互异的实常
数. 用高斯-若当消元法，易将其增广矩阵变换为下列阶梯形矩阵，即

1 c1 c21

∣∣∣ d1

1 c2 c22

∣∣∣ d2

1 c3 c33

∣∣∣ d3



=⇒


1 c1 c21

∣∣∣ d1

0 1 c2 + c1

∣∣∣ d1 − d2
c1 − c2

0 0 c3 − c2

∣∣∣ d3 − d1
c3 − c1

− d2 − d1
c2 − c1

 (.7)

阶梯性矩阵 .7（其中 c3 − c2, c3 − c1, c2 − c1 均为非零常数）对应的方程组有唯一解
a, b, c，即存在唯一的

p(x) = a+ bx+ cx2 ∈ R[x]3

使得 σ(p(x)) = (d1, d2, d3) 成立. 所以 σ 是线性双射，即 R[x]3 到 R3 的同构映射.

12. 我们先观察等式的右边，在 ker τσ 中的元素 u, 会满足 τσ(u) = 0, 仔细想想什么元
素会满足这个式子

• σ(u) = 0 的元素，亦即 u ∈ kerσ；

• v = σ(u) ̸= 0，但是 τ(v) = 0 的元素，亦即 v ∈ imσ ∩ ker τ .

这恰好对应左边的两项，所以等式显然是成立的.

C 组

1. (1) L(V, V ) 是 n2 维线性空间，其中 n2 + 1 个元素 I, σ, σ2, . . . , σn2

线性相关，即
∃ai (i = 1, 2, . . . , n2) 使得

a0I + a1σ + . . .+ an2σn2

= θ

于是 ∃p(x) = a0 + a1x+ . . .+ an2xn2 ∈ F[x] 使得 p(σ) = θ.

(2) 必要性：设有一常数项不为 0 的多项式

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ akx
k a0 ̸= 0

满足
p(σ) = a0I + a1σ + · · ·+ akσ

k = θ

所以
σ(a1I + a2σ + · · ·+ akσ

k−1) = −a0I
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因此

σ−1 = −a−1
0 (a1I + a2σ + · · ·+ akσ

k−1)

充分性：由 (1) 可知存在次数 k ⩽ n2 的多项式

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k

满足

p(σ) = a0I + a1σ + · · ·+ akσ
k = θ

若 a0 ̸= 0，则 p(x) 即为所求多项式.

若 a0 = a1 = · · · = ai−1 = 0, ai ̸= 0，即

aiI + ai+1σ + · · ·+ akσ
k−i = θ

于是

P (x) = ai + ai+1x+ · · ·+ akx
k−i ai ̸= 0

为所求的多项式.

2. α ∈ V 使得 σi(α) ̸= σj(α) 当且仅当 α /∈ ker(σi − σj), 我们可以只考虑该核空间不是
零空间的情况，因为我们所取出的 α 显然不可能是零，又因为我们的线性映射是两
两不相同的，所以该核空间一定是一个真子空间，对于 m 个非平凡子空间，我们总
可以取到一个不属于任意一个这些子空间的向量 (相关的习题在第四章 A 组第 5 题
已经给出)item 4，这样我们就找到了所需要的 α

3. 证明：必要性：∀α ∈ V，由 σ 可逆，存在唯一的 β ∈ V 使得 σ(β) = α且 β = β1+β2，
其中 β1 ∈ W1，β2 ∈ W2. 于是

α = σ(β) = σ(β1) + σ(β2) ∈ σ(W1) + σ(W2)

所以 V ⊆ σ(W1) + σ(W2).

σ(W1), σ(W2) 都是 V 的子空间，它们的和也是 V 的子空间. 所以 σ(W1) + σ(W2) ⊆
V，故 V = σ(W1) + σ(W2).

充分性：∀α ∈ V = σ(W1)+σ(W2)，∃αi ∈ σ(Wi)且 ∃βi ∈ Wi 使 αi = σ(βi)（i = 1, 2）
使得

α = α1 + α2 = σ(β1) + σ(β2) = σ(β1 + β2) = σ(β)

其中 β = β1 + β2 ∈ W1 +W2 = V，所以 σ 为满射.

由于 n 维线性空间上的线性映射为满射时也必为单射，从而必是双射，所以 σ 可逆.
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4. 证明：先证右边. 由于 σ(V1) ⊆ V2，所以 (τσ)(V1) ⊆ τ(V2)，如下图所示. 因此

dim(τσ)(V1) ⩽ dim τ(V2)

即 r(τσ) ⩽ r(τ).

又因为 (τσ)(V1) = τ(σ(V1))，所以又有

dim(τσ)(V1) ⩽ dimσ(V1)

即 r(τσ) ⩽ r(σ).

再证左边. 由线性映射维数公式，

r(τ) + dimker τ = n

r(τσ) + dimker(τσ) = m

又 dimker(τσ) ⩽ dimker τ，所以

m− r(τσ) = dimker(τσ) ⩽ dimker τ

代入线性映射维数公式，得 dimker τ = n− r(τ) ⩾ m− r(σ)，即

r(τσ) ⩾ m+ r(τ)− n

⩾ r(σ) + r(τ)− n

5. 证明：由于 ∀β ∈ (σ+τ)(V1), ∃α ∈ V1使 β = (σ+τ)(α) = σ(α)+τ(α) ∈ σ(V1)+τ(V1)，
所以

(σ + τ)(V1) ⊆ σ(V1) + τ(V1)

因此

dim(σ + τ)(V1) ⩽ dim(σ(V1) + τ(V1))

⩽ dimσ(V1) + dim τ(V1)
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6. (1) ∀σ ∈ L(V, V )，则 I − σ ∈ L(V, V ). ∀α ∈ (I − σ)(V ), ∃β ∈ V，有

α = (I − σ)(β) = β − σ(β)

σ(α) = σ(β − σ(β)) = σ(β)− σ2(β)

而由于 σ2 = σ，所以 σ(α) = 0，于是 α ∈ kerσ，因此 (I − σ)(V ) ⊆ kerσ.

(2) 利用 r(σ + τ) ⩽ r(σ) + r(τ) 和 r(σ) + dimkerσ = n，由 ?? 可得

r(I − σ) + r(σ) ⩽ n (.8)

又因为
r(I − σ) + r(σ) ⩾ r(I − σ + σ) = r(I) = n (.9)

于是由式 .8 和式 .9 即可得到 r(I − σ) + r(σ) = n.

7. 证明：

(1) ∀α ∈ imσ, ∃β ∈ V 使得 σ(β) = α. 由 σ2 = θ 可得 σ(α) = σ2(β) = 0，因此
α ∈ kerσ，从而 imσ ⊆ kerσ. 于是我们得到

n = dim imσ + dimkerσ ⩾ 2dim imσ

即 dim imσ ⩽ n

2
.

(2) 由 (1) 可知，方程组 AX = 0 的基础解系含有 n − r(A) = dimkerσ ⩾ n

2
个解

向量，所以结论成立.
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第 6 讲 对偶空间
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第 7 讲 线性映射矩阵表示与矩阵运算基础

A 组

1. 由 AB = BA 得 A(BC) = (AB)C = (BA)C = B(AC) = BCA = (BC)A，由
AC = CA 得 A(B + C) = AB +AC = BA+ CA = B + C.

2. (1) (A+B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 +B3 的充分条件是 AB = BA；

(2) (A+B)(A−B) = A2 −B2 的充分条件是 AB = BA.

3. 由 An = O 得 An −En
n = −En，即 (A−En)(A

n−1 +An−2 + · · ·+A+En) = −En，
即 (En −A)(En +A+A2 + · · ·+An−1) = En.

4. 设 σ 的逆映射为 τ1, τ2，则 στ1 = στ2 = E，则 σ(τ1 − τ2) = 0.

因为 σ 可逆，所以对于任意 x ̸= 0，有 σ(x) ̸= 0.

而 ∀x, σ((τ1 − τ2)(x)) = 0，故 τ1 − τ2 = 0, τ1 = τ2.

5. 设 A 的第 i 行全为 0，则 A 的第 i 行与 A 的任意行线性相关，记 A 为 n 阶矩阵，
则 r(A) < n.

故对任意 n 阶矩阵 B，有 r(AB) ≤ r(A) < n = r(En)，故 A 不可逆.

6. 记 α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3)，则 αβT =


a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

,则有：tr(αβT) =

a1b1 + a2b2 + a3b3 = αTβ ，因此 αTβ = −1− 2− 2 = −5.

B 组

1. T (β1, β2, . . . , βn) = (β1, β2, . . . , βn)A，其中

A =



a1

1 a2

1 a3
. . . ...

1 an


是 T 关于基 B 的表示矩阵.

T 是同构 ⇐⇒ T 是双射 ⇐⇒ r(T ) = n，满秩. 所以当 a1 ̸= 0 时，r(T ) = n 满秩，
此时 T 是同构映射.
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2. (1) 只需要证明 f1, f2, f3是线性无关的即可，事实上，这也十分显然 (考虑其在 1, x, x2

下的坐标表示线性无关), 想必读者可以自行证明

(2) 方法一：设 (σ(f1), σ(f2), σ(f3)) = (f1, f2, f3)A，则由

(σ(f1), σ(f2), σ(f3)) = (1, x, x2)


2 0 1

0 1 1

2 0 1

 = (1, x, x2)


1 1 0

−1 0 1

0 1 2

A

可得

A =


1 1 0

−1 0 1

0 1 2


−1

2 0 1

0 1 1

1 0 1



=


−1 −2 1

2 2 −1

−1 −1 1



2 0 1

0 1 1

1 0 1

 =


−1 −2 −2

3 2 3

−1 −1 −1



方法二：通过待定系数法解方程组


σ(f1) = −f1 + 3f2 − f3

σ(f2) = −2f1 + 2f2 − f3

σ(f3) = −2f1 + 3f2 − f3

解得

(σ(f1), σ(f2), σ(f3)) = (f1, f2, f3)


−1 −2 −2

3 2 3

−1 −1 −1
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(3)

σ(f) = σ

(1, x, x2)


1

2

3


 = σ

(f1, f2, f3)


1 1 0

−1 0 1

0 1 2


−1

1

2

3




= (σ(f1), σ(f2), σ(f3))


1 1 0

−1 0 1

0 1 2


−1

1

2

3



= (1, x, x2)


2 0 1

0 1 1

1 0 1




1 1 0

−1 0 1

0 1 2


−1

1

2

3



= (1, x, x2)


−4

3

2


= 2x2 + 3x− 4

或也可采用待定系数法求出 f = −2f1 + 3f2，所以 σ(f) = −2σ(f1) + 3σ(f2) =

2x2 + 3x− 4.

3. (1) ∀X,Y ∈ M2(R), k1, k2 ∈ R，有

φ(k1X + k2Y ) = A(k1X + k2Y )B

= k1AXB + k2AY B

= k1φ(X) + k2φ(Y )

所以 φ 是 M2(R) 上的线性映射.

(2) 证明：易知 B 可逆. 当 λ = −1 时，A 可逆. 故 φ 可逆，φ−1(X) = A−1XB−1.

(3) λ = −1 时，取 V 的一组基 α1 =

(
1 0

0 0

)
, α2 =

(
0 1

0 0

)
, α3 =

(
0 0

1 0

)
, α4 =(

0 0

0 1

)
，有

imσ = span(φ(α1), φ(α2), φ(α3), φ(α4))

= span
((

1 2

−1 −2

)
,

(
−1 −1

1 1

))

kerσ = span
((

2 −3

0 1

)
,

(
1 0

1 0

))
（步骤略，答案不唯一）
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(4) 取
(

1 2

−1 −2

)
,

(
−1 −1

1 1

)
, α3, α4 即可. 此时矩阵为


2 −2 −1 0

4 −2 0 1

0 1 0 0

0 0 0 0

. （答

案不唯一）

4. 我们可以类比线性空间

W = {x ∈ R4 | x1 + x2 + x3 = 0}

W 的基只需求解线性方程组 x1 + x2 + x3 = 0 即可，得到基础解系为 (−1, 0, 1, 0)T,

(−1, 1, 0, 0)T, (0, 0, 0, 1)T.

换回 V，即有基为 A1 =

(
−1 0

1 0

)
, A2 =

(
−1 1

0 0

)
, A3 =

(
0 0

0 1

)
. 而

σ(A1) =

(
−2 1

1 0

)
= A1 +A2

σ(A2) =

(
−2 1

1 0

)
= A1 +A2

σ(A3) =

(
−2 1

1 0

)
= 2A3

=⇒ σ(A1 +A2) = 2(A1 +A2), σ(A1 −A2) = 0, σ(A3) = 2A3

取基 A1 −A2, A1 +A2, A3，有

(σ(A1 −A2), σ(A1 +A2), σ(A3)) = (A1 −A2, A1 +A2, A3) =


0 0 0

0 2 0

0 0 2


为对角矩阵.

5. (1) 求核空间，即求使得 T (f(x)) 为零矩阵的 f(x) 构成的空间. 设 f(x) = ax3 +

bx2 + cx+ d，则有 
f(0) = d = 0

f(1) = a+ b+ c+ d = 0

f(−1) = −a+ b− c+ d = 0
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解方程，令 a = t 有 

a = t

b = 0

c = −t

d = 0

=⇒ f(x) = t(x3 − x)

故 N(T ) = span(x3 − x).
求像空间，取 R[x]4 的自然基 1, x, x2, x3.

T (1) =

(
1 1

1 1

)
T (x) =

(
0 1

−1 0

)

T (x2) =

(
0 1

1 0

)
T (x3) =

(
0 1

−1 0

)

求它们的极大线性无关组. 我们发现 T (x) = T (x3)，故先舍弃 T (x3)，然后令

k1T (1) + k2T (x) + k3T (x
2) = 0

=⇒

(
k1 k1 + k2 + k3

k1 − k2 + k3 k1

)
= 0

=⇒


k1 = 0

k1 + k2 + k3 = 0

k1 − k2 + k3 = 0

=⇒ k1 = k2 = k3 = 0

故 T (1), T (x), T (x2)线性无关. 故R(T ) = span
((

1 1

1 1

)
,

(
0 1

−1 0

)
,

(
0 1

1 0

))
.

(2) 我们只需要将 2× 2矩阵的第二列拼到第一列下方就可以变为我们熟悉的列向量
形式，所以其矩阵表示也是简单的

T (1, x, x2, x3) = (e1, e2, e3, e4)


1 0 0 0

1 −1 1 −1

1 1 1 1

1 0 0 0



其中 e1 =

(
1 0

0 0

)
,e2 =

(
0 0

1 0

)
, e3 =

(
0 1

0 0

)
,e4 =

(
0 0

0 1

)
.

6. (1) 对非齐次线性方程组 AX = ξ1，
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Ā =


1 −1 −1 −1

−1 1 1 1

0 −4 −2 −2

→


1 −1 −1 −1

0 1 1
2

1
2

0 0 0 0

→


1 0 − 1

2
− 1

2

0 1 1
2

1
2

0 0 0 0

，则

ξ2 = C1


1
2

− 1
2

1

+


− 1

2
1
2

0

 =
1

2


C1 − 1

−C1 + 1

2C1

（其中 C1 为任意常数）.

A2 =


2 2 0

−2 −2 0

4 4 0

，对齐次线性方程组 A2X = ξ1，

B̄ =
(
A2 ξ1

)
=


2 2 0 1

−2 −2 0 1

4 4 0 −2

→


1 1 0 − 1

2

0 0 0 0

0 0 0 0

，
则 A2X = ξ1 的通解

ξ3 = C2


−1

1

0

+C3


0

0

1

+


− 1

2

0

0

 =


−C2 − 1

2

C2

C3

（其中 C2, C3 为任意常数）.

(2) 因为 |ξ1, ξ2, ξ3| =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 C1 − 1 −C2 − 1

2

1 −C1 + 1 C2

−2 2C1 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1

2
̸= 0，

所以 ξ1, ξ2, ξ3 线性无关.

7. 证明：

(1) 由于 kerσ = imσ，由 dim imσ + dimkerσ = dimV 可得.

(2) 设 β1, . . . , βn 为 V 的一组基，则

imσ = span(σ(β1), . . . , σ(βn)) = kerσ

设 σ(β1), . . . , σ(βn
2
) 为 imσ 的基，则可以证明

σ(β1), . . . , σ(βn
2
), β1, . . . , βn

2

线性无关，且 σ 在此基下的矩阵即为所求的形式.

8. (1) 因为 Ak =

(
λk
1 0

0 λk
2

)
，所以 f(A) = amAm + am−1A

m−1 + · · · + a1A + a0E =(
f(λ1) 0

0 f(λ2)

)
.
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(2) A = PBP−1，则 A2 = (PBP−1)(PBP−1) = PB2P−1. 由归纳法得 Ak =

PBkP−1，于是

f(A) = amPBmP−1 + am−1PBm−1P−1 + · · ·+ a0

= P

(
f(λ1) 0

0 f(λ2)

)
P−1

= Pf(B)P−1

9. 为使得 “每行元素之和” 的条件有用，我们用 α =


1

1
...
1

 去乘以 A. 则 Aα =


k

k
...
k

 =

kα. 因为 A可逆所以 k ̸= 0，同时由上面的式子有 α = kA−1α，得 A−1α =
1

k
α (k ̸=

0). 故 A−1 每行和为
1

k
成立.

10. (1) 由题意 r(A) = r(B). A 可由初等变换为


1 2 a

1 3 0

0 0 0

，B 可由初等变换为


1 a 2

0 1 1

0 0 2− a

. 由于秩相同故 2− a = 0, a = 2.

(2) (A,B) =


1 2 a 1 a 2

1 3 0 0 1 1

2 7 −a −1 1 1

→


1 0 6 3 4 4

0 1 −2 −1 −1 −1

0 0 0 0 0 0



X =


−6k1 + 3

2k1 − 1

k1

 , Y =


−6k2 + 4

2k2 − 1

k2

 , Z =


−6k3 + 4

2k3 − 1

k3



−6k1 + 3 −6k2 + 4 −6k3 + 4

2k1 − 1 2k2 − 1 2k3 − 1

k1 k2 k3

→


1 1 1

0 1 1

0 0 k3 − k2



因为 P 可逆，所以 k2 ̸= k3，故 P =


−6k1 + 3 −6k2 + 4 −6k3 + 4

2k1 − 1 2k2 − 1 2k3 − 1

k1 k2 k3

 , k2 ̸=

k3, k1, k2, k3 ∈ R.

11.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19. (1) 只需证明 V1, V2, V3的封闭性，以 V3为例，∀A,B ∈ V3,有A =


a11 · · · a1n

0 · · · 0
...

...
0 · · · ann

 , B =


b11 · · · b1n

0 · · · 0
...

...
0 · · · bnn

，则 λA+ µB =


λa11 + µb11 · · · aλa1n + µb1n

...
...

0 · · · λann + µbnn

，V3 封闭

得证. 其余 V1, V2 也同理可证.

(2) ∀A ∈ Fn×n, A =


a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

，总可将 A 写成


a11 a21 · · · an1
...

...
an1 · · · · · · ann

 +


a0 a12 − a21 · · · a1n − an1
...

...
an1 · · · · · · ann

 的形式. 又左边矩阵属于 V1，右边矩阵属于

V3，则 Fn×n = V1 + V3. 但对于 I =


1 · · · 0
...

...
0 · · · 1

 , I ∈ V1 且 I ∈ V3，则

V1 ∩ V3 ̸= {0}，不是直和. 总可将 A 写成 A1 +A2 的形式，其中

A1 =


0 −a21 · · · −an1

a21
...

...
...

an1 · · · an(n−1) 0

 , A2 =


a11 · · · a1n + an1
...

...
0 · · · ann

 ,

A1 ∈ V2, A2 ∈ V3,Fn×n = V2 + V3. 又对于 ∀B ∈ V2 ∩ V3, B 是反对称的. 并且 B

是上三角的. 综合可得 B = 0. 因此 V2 ∩ V3 = {0}，Fn×n = V2 ⊕ V3 得证.
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20. (1) 只需证明 W1 封闭即可. 对于 A =

(
x −x

y z

)
, A′ =

(
x′ −x′

y′ z′

)
有 λA+ µA′ =(

λx+ µx′ −(λx+ µx′)

λy + µy λz + µz

)
，则 W1 封闭，W1 是 M2(F) 的子空间. W2 同理可

证.

(2) W1 的基：B1 =

(
1 −1

0 0

)
, B2 =

(
0 0

1 0

)
, B3 =

(
0 0

0 1

)
.

W2 的基：B1 =

(
1 0

−1 0

)
, B2 =

(
0 1

0 0

)
, B3 =

(
0 0

0 1

)
.

则 dimW1 = 3, dimW2 = 3. 要求 dim(W1 +W2)，只需求 B1, B2, . . . , B6 的极
大无关组即可. 可知 B1, B2, B3, B4 是极大线性无关组. dim(W1 +W2) = 4. 根
据维数公式 dim(W1 ∩W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 +W2) = 2.

(3) W1 ∩ W2 =

{(
x −x

−x y

)
| x, y ∈ F

}
. 则一组基为 E1 =

(
1 −1

−1 0

)
, E2 =(

0 0

0 1

)
. A 的坐标即为 (3, 1).

C 组

1. 注：tr 是矩阵的迹，定义为矩阵对角元素之和.

(1) 根据定义可知 tr 是线性的，有 tr(λA + µB) = λ tr(A) + µ tr(B) = 0，则 U 是
封闭的，又 W 封闭是显然的，则 U,W 是 V 的子空间.

(2) 对于 W , 基为 {E}，dimW = 1. 对于 u, 设 Eij 是 aij = 1，其余元素为 0 的 n

阶方阵. 则由于 u是对称矩阵，在非对角线元素上，u的基包含 E12+E21, E13+

E31, . . . , E(n−1)n + En(n−1). 对于对角线元素 a11 + · · ·+ ann = 0. 方程解为


a11
...

ann

 = k1



1

−1

0
...
0


= k2



1

0

−1
...
0


+ · · ·+ kn−1



1

0

0
...
−1


.

则还有 n−1个基 E11−E22, E11−E33, . . . , E11−Enn. 故 dimU =
n2 − n

2
+n−2 =

n2 + n− 2

2
.

(3) 设 V ′ = U +W . 先证明直和，即 U ∩W = {0}. 这是显然的，因为 tr(λE) = nλ，
仅当 λ = 0 时 λE ∈ U 即 U ∩W = {0} 得证. 又 dimU + dimW = dimV ′ =

n = dimV，则 V = V ′ = U ⊕W 得证.



第 7 讲 线性映射矩阵表示与矩阵运算基础 47

2. 首先设

A =

(
a1 a2

a3 a4

)
, B =

(
b1 b2

b3 b4

)
, C =

(
c1 c2

c3 c4

)
.

由于 A,B,C 在 M2(C) 中线性无关，所以将 A,B,C 的元素排为一列，可知矩阵
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4 c4


的秩为 3，这里不妨设前三个行向量线性无关，即有

D =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


为可逆矩阵.

另外，注意到对任意的 x1, x2, x3，有

x1A+ x2B + x3C =

(
a1x1 + b1x2 + c1x3 a2x1 + b2x2 + c2x3

a3x1 + b3x2 + c3x3 a4x1 + b4x2 + c4x3

)
.

现在考虑方程组 
a1x1 + b1x2 + c1x3 = 0

a2x1 + b2x2 + c2x3 = 1

a3x1 + b3x2 + c3x3 = 1

其系数矩阵为D，这是一个可逆矩阵，所以上述方程存在唯一解，不妨记为 (x′
1, x

′
2, x

′
3)，

此时就有 |x′
1A+ x′

2B + x′
3C| =

∣∣∣∣∣0 1

1 ∗

∣∣∣∣∣ = −1.

所以 x′
1A+ x′

2B + x′
3C 为可逆矩阵.

3.
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第 8 讲 相抵标准形

A 组

4. 首先取 R4 的自然基 ε1, ε2, ε3, ε4，那么

(α1, α2, α3, α4) = (ε1, ε2, ε3, ε4)A, (β1, β2, β3, β4) = (ε1, ε2, ε3, ε4)B

其中

A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

 , B =


1 2 1 0

1 1 1 1

0 3 0 −1

1 1 0 −1


由此可知

(β1, β2, β3, β4) = (ε1, ε2, ε3, ε4)B = (α1, α2, α3, α4)A
−1B

所以由基 α1, α2, α3, α4 到基 β1, β2, β3, β4 的过渡矩阵为

A−1B =
1

4


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1



1 2 1 0

1 1 1 1

0 3 0 −1

1 1 0 −1

 =
1

4


3 7 2 −1

1 −1 2 3

−1 3 0 −1

1 −1 0 −1


另外，由于 ξ 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的坐标为 X0 = (1, 0, 0,−1)T，所以在 α1, α2, α3, α4

下的坐标为

A−1X0 =
1

4


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1




1

0

0

−1

 =


0
1
2
1
2

0


5. 证明：考虑矩阵 A 的行向量组的极大线性无关组，若添加的一行可由其极大线性无
关组线性表示，则秩不变. 否则秩增加 1.

6. 证明：设A的行向量组为 α1, α2, . . . , αs，r(A) = r; B的行向量组为 α1, α2, . . . , αm, r(B) =

k. 不妨设：B 的行向量组的极大线性无关组为 α1, α2, . . . , αk, αi1 , . . . , αir−k
，其中

αi1 , . . . , αir−k
（共 r− k 个向量）是包含在 αm+1, . . . , αs（共 s−m 个向量）之中的.

显然有 r − k ⩽ s−m，即

r(B) = k ⩾ r +m− s = r(A) +m− s.
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B 组

1. V 的基 B1 到 B2 的过渡矩阵 P 具有下述形式：

P =

(
im B1

0 B2

)

其中 B1, B2 分别是域 F 上 m× (n−m), (n−m)× (n−m) 矩阵，

βj = bj1δ1 + · · ·+ bjmδm + bj,m+1δm+1 + · · ·+ bjnan

其中 j = m+ 1, . . . , n. 于是

βj +W = bj,m+1(αm+1 +W ) + · · ·+ bjn(αn +W )

因此商空间 V /W 的基 αm+1 +W, . . . , αn +W 到 βm+1 +W, . . . , βn +W 的过渡矩
阵是 B2.

4. 证明：我们设 β1 = α1 + α2, . . . , βn−1 = αn−1 + αn, βn = αn + α1. 由于

(β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)A

其中

A =



1 1

1 1

1
. . .
. . . 1

1 1


满足 |A| = 1+(−1)n+1 = 2，所以 A可逆. 根据教材命题 3.10.3可得 α1, α2, . . . , αn 与
β1, β2, . . . , βn 等价. 当然，这说明 α1, α2, . . . , αn 线性无关的充要条件是 β1, β2, . . . , βn

线性无关.

5. 记 B1 = {e11, e12, e21, e22}，B2 = {g1, g2, g3, g4}.

(1) 设 k1g1 + k2g2 + k3g3 + k4g4 = O，即(
k1 + k2 + k3 + k4 k2 + k3 + k4

k3 + k4 k4

)
=

(
0 0

0 0

)

这个方程对应的四元齐次线性方程组的解为

k1 = k2 = k3 = k4 = 0

所以 g1, g2, g3, g4 线性无关，从而是 M2(R) 的一组基.
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(2) M2(R) ∼= R4，所以 e11, e12, e21, e22 可表示为 R4 的自然基 e1, e2, e3, e4，而
g1, g2, g3, g4 可表示为 (1, 0, 0, 0)T, (1, 1, 0, 0)T, (1, 1, 1, 0)T, (1, 1, 1, 1)T. 于是由

(g1, g2, g3, g4) = (e11, e12, e21, e22)C

可得
(e11, e12, e21, e22) = (g1, g2, g3, g4)C

−1

其中

C =


1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

 , C−1 =


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1


所以基 B2 变换为基 B1 的变换矩阵为 C−1.

(3) 在 A2 = A 中选取较为简单的. 例如，由(
a b

0 0

)2

=

(
a2 ab

0 0

)
=

(
a b

0 0

)

取 a = 1，b = 0 或 b = 1 得

A1 =

(
1 0

0 0

)
, A2 =

(
1 1

0 0

)

由 (
0 0

c d

)2

=

(
0 0

cd d2

)
=

(
0 0

c d

)
取 d = 1，c = 0 或 c = 1 得

A3 =

(
0 0

0 1

)
, A4 =

(
0 0

1 1

)

上面的 A1, A2, A3, A4 均满足 A2
i = Ai (i = 1, . . . , 4)，而且线性无关. 所以它们

是 M2(R) 的一组基 B3.

(4) 先求基 B2 变换为基 B3 的变换矩阵 D，即

(A1, A2, A3, A4) = (g1, g2, g3, g4)D

由 (2) 所述，此时有 
1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

 = CD
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所以

D = C−1


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

 =


1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 −1 0

0 0 1 1


由于矩阵 A 关于基 B2 的坐标为 X = (1, 1, 1, 1)T，所以 A 关于基 B3 的坐标为

Y = D−1X =


1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 −1 0

0 0 1 1


−1

1

1

1

1

 =


1 0 0 0

0 1 1 1

0 0 −1 0

0 0 1 1


−1

1

1

1

1

 =


1

3

−1

2


6. (1) 初等变换即可.

(2) 同上.

(3) 矩阵 A 秩为 r 可写作 A = P

(
Er 0

0 0

)
Q = P (E11 + E22 + · · ·+ Err)Q（Er 是

r× r 的单位矩阵，Eii 是 n× n 的只有第 i 行 i 列的这个元素为 1，其他元素均
为 0 的矩阵）. 每个 PEiiQ 都是秩为 1 的矩阵，故得证.

(4) 记 r(A) = r，把 A 写成 P

(
Er 0

0 0

)
Q 的形式. 构造 B = Q−1

(
Er 0

0 0

)
P−1 可

以发现其满足条件，故得证.

7. r(A) = r 则 AX = 0 的解空间维数 dimN(A) = n − r. 由 r(A) + r(B) = k 得
r(B) = k− r ⩽ n− r = dimN(A). 要求 AB = O，说明 B 的列向量均为 AX = 0 的
解，那么只需要选择合适的列向量组拼接成 B 即可（这一定能做到，因为 B 维数不
会超过解空间维数）.

8. 由于 A 是 m× n 矩阵，r(A) = m，可知对于矩阵 A 做初等列变换，可使其前 m 列
变为单位矩阵，后 n−m 列变为全 0 列. 因此，存在 n 阶可逆矩阵 P 使得

AP =
(
Em Om×(n−m)

)
于是

AP (AP )T =
(
E O

)(E
O

)
= Em

所以存在 B = (PPTAT) 为 n×m 矩阵，使 AB = E.

9. 利用 A,B 的相抵标准形. 存在 n 阶可逆矩阵 P1, Q1, P2, Q2 使得

P1AQ1 =

(
ErA O

O O

)
, P2BQ2 =

(
O O

O ErB

)
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于是

AQ1 = P−1
1

(
ErA O

O O

)
, P2B =

(
O O

O ErB

)
Q−1

2

所以

AQ1P2B = P−1
1

(
ErA O

O O

)(
O O

O ErB

)
Q−1

2 = O

取 M = Q1P2 即可.

C 组

1. 本题直接求核空间困难，但由于我们只需求维数，所以我们转而求像空间维数并通过
维数公式求核空间维数.

取 Fn×p 的自然基 eij = (ekl)n×p，其中 ekl = δikδjl，即第 i 行第 j 列元素为 1，其余
元素为 0. 则 imσ = span(σ(e11), . . . , σ(enp)).

取 A 的列向量组 A = (α1, α2, . . . , αn)，则可将 σ(eij) 排列如下：

(a1, 0, . . . , 0) (0, a1, . . . , 0) · · · (0, 0, . . . , a1)

(a2, 0, . . . , 0) (0, a2, . . . , 0) · · · (0, 0, . . . , a2)
...

... . . . ...
(an, 0, . . . , 0) (0, an, . . . , 0) · · · (0, 0, . . . , an)

记 r(A) = r，则 α1, α2, . . . , αn的极大线性无关组有 r个向量，不妨设为 α1, α2, . . . , αr.
那么下列向量：

(ar+1, 0, . . . , 0) (0, ar+1, . . . , 0) · · · (0, 0, . . . , ar+1)
...

... . . . ...
(an, 0, . . . , 0) (0, an, . . . , 0) · · · (0, 0, . . . , an)

均可以被其他向量线性表出. 观察除了上述向量的剩下的向量，可以发现这 rp 个向
量线性无关，它们是 imσ 的一组基，因此 dim imσ = rp. 由维数公式，dimkerσ =

dimFn×p − dim imσ = (n− r)p.
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第 9 讲 矩阵运算进阶

A 组

1. (1) 若 AB = kE (k ̸= 0)，则 A−1 =
1

k
B. 由

A2 −A− 2E = A(A− E)− 2E = O

可得

A(A− E) = 2E 或 A(E −A) = −2E.

所以

A−1 =
1

2
(A− E), (E −A)−1 = −1

2
A.

(2) 由
A2 −A− 2E = (A− 2E)(A+ E) = O

可知，A+E 和 A− 2E 不能同时可逆，否则 A2 −A− 2E 为零矩阵可逆，矛盾.

2. (1)

(A− E)(B − E) = AB −AE − EB + E2

= AB −A−B + E

= AB − (A+B) + E

= AB −AB + E

= E.

所以 A− E 与 B − E 互为逆矩阵.

(2) 由于 A− E 与 B − E 互为逆矩阵，所以

(B − E)(A− E) = E

= BA−B −A+ E

= BA−AB + E.

所以 BA−AB = O，即 AB = BA.

(3) 由 A = AB − B = B(A− E) 可得 r(A) ⩽ r(B)，同理可得 r(B) ⩽ r(A)，所以
r(A) = r(B).

3. (1) 对于矩阵
(
A B

O D

)
，
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若 A 不可逆，则 r

(
A

O

)
= r(A) < m，故 r

(
A B

O D

)
< m+ n，原矩阵不可逆.

若 D 不可逆，则 r
(
O D

)
= r(D) < n，故 r

(
A B

O D

)
< m+ n，原矩阵不可

逆.
若 A 与 D 均可逆，利用分块矩阵初等变换，我们有(

A−1 O

O D−1

)(
Em −BD−1

O En

)(
A B

O D

)
= Em+n,

故有(
A B

O D

)−1

=

(
A−1 O

O D−1

)(
Em −BD−1

O En

)
=

(
A−1 −A−1BD−1

O D−1

)
.

(2) 对于矩阵
(
O B

C D

)
，

由于 (
O Em

En O

)(
O B

C D

)
=

(
C D

O B

)
,

而

(
O Em

En O

)
是可逆矩阵，故

(
O B

C D

)
可逆 ⇐⇒

(
C D

O B

)
可逆 ⇐⇒ B,C可逆.

若 B 与 C 均可逆，由第一问的结论，有((
O Em

En O

)(
O B

C D

))−1

=

(
C−1 −C−1DB−1

O B−1

)
,

故(
O B

C D

)−1

=

(
C−1 −C−1DB−1

O B−1

)(
O Em

En O

)
=

(
−C−1DB−1 C−1

B−1 O

)
.

B 组

1.

f(A)g(A) = (E +A+A2 + · · ·+Am−1)(E −A)

= E −Am =

(
1− am −mbam−1

0 1− am

)
.
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2. 求与 A 可交换的矩阵等价于求与 A− E 可交换的矩阵 X. 可解得

X =


x11 −2x11 − 2x32 + 2x33 4x32

0 −x32 + x33 2x32

0 x32 x33



= x11


1 −2 0

0 0 0

0 0 0

+ x32


0 −2 4

0 −1 2

0 1 0

+ x33


0 2 0

0 1 0

0 0 1

 ,

其中 x11, x32, x33 为任意实数. 由此我们也得到了 A 可交换的矩阵构成的子空间的一
组基.

3. (1) 不妨设 B = (bij)3×3与 A可交换，即 AB = BA，这等价于 (A−E)B = B(A−E)，
即 

1

1

1



b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 =


b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33




1

1

1

 .

于是 
b31 b32 b33

b21 b22 b23

b11 b12 b13

 =


b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


对应元素相等，可得 b31 = b13, b32 = b12, b33 = b11, b21 = b23，即所有与 A 可交
换的矩阵为 

b11 b12 b13

b21 b22 b21

b13 b12 b11

 ,

其中 b11, b12, b13, b21, b22 为任意实数.

(2) 由于 AB + E = A2 +B，所以

(A− E)B = A2 − E = (A− E)(A+ E).

又由于 |A− E| = −1 ̸= 0，所以 A− E 可逆，进而

B = A+ E =


2 0 1

0 3 0

1 0 2

 .

4. (1) 首先有 E ∈ C(A)，所以 C(A) 非空. ∀B1, B2 ∈ C(A), λ ∈ F，有

A(B1 +B2) = AB1 +AB2 = B1A+B2A = (B1 +B2)A

A(λB1) = λAB1 = λB1A = (λB1)A.
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所以 C(A) 是 Fn×n 的子空间.

(2) C(E) = Fn×n.

(3) 我们有结论：C(A) 为全体对角矩阵构成的集合. 故 dimC(A) = n. 基矩阵
Bk = (bij)n×n，其中 bij = δijδjk. B1, B2, . . . , Bn 为一组基.

5. (1) 由 Ak = O 有

E = E −Ak = (E −A)(E +A+ · · ·+Ak−1).

故 E −A 可逆，且

(E −A)−1 = E +A+ · · ·+Ak−1.

(2) 若 k 为偶数，设 k = 2m，由 Ak = O 有

E = E −A2m = (E +A)(E −A)(E +A2 +A4 + · · ·+A2m−2).

故 E +A 可逆，且

(E +A)−1 = (E −A)(E +A2 +A4 + · · ·+A2m−2).

若 k 为奇数，设 k = 2m+ 1，由 Ak = O 有

E = E −A2m+1 = (E −A)(E +A+A2 + · · ·+A2m−1 +A2m)

故 E −A 可逆，且

(E −A)−1 = E +A+A2 + · · ·+A2m−1 +A2m

(3) 由于 Ak = O，于是

eA = E +A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(k − 1)!
Ak−1.

由 eAe−A = E 知 E +A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(k − 1)!
Ak−1 可逆，且

(E +A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(k − 1)!
Ak−1)−1 = e−A.

6. (1) A2 =


n · · · n
... . . . ...
n · · · n

，故 A2 − nA = O，令 a = 1, b = −n 即可.
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(2) 利用 A2 = nA，有

A100 = nA99 = n2A98 = · · · = n99A =


n99 · · · n99

... . . . ...
n99 · · · n99

 .

(3) 利用 A2 = nA，有

(A+ E)3 = A3 + 3A2 + 3A+ E

= (n2 + 3n+ 3)A+ E

=


n2 + 3n+ 4 n2 + 3n+ 3 · · · n2 + 3n+ 3

n2 + 3n+ 3 n2 + 3n+ 4 · · · n2 + 3n+ 3
...

... . . . ...
n2 + 3n+ 3 n2 + 3n+ 3 · · · n2 + 3n+ 4

 .

(4) 为得到 (A + E)−1，我们需要构造另一个含 A 的一次多项式，该式乘以 A + E

后出现 A2−nA，以利用条件 A2 = nA. 观察发现所需的多项式为 A− (n+1)E：

(A+ E)(A− (n+ 1)E) = A2 − nA− (n+ 1)E = −(n+ 1)E,

于是

(A+ E)−1 = − 1

n+ 1
A+ E =



n

n+ 1
− 1

n+ 1
· · · − 1

n+ 1

− 1

n+ 1

n

n+ 1
· · · − 1

n+ 1

...
... . . . ...

− 1

n+ 1
− 1

n+ 1
· · · n

n+ 1


.

7. 见本章 A 组第 3 题的答案，此处不再赘述.

8. 我们先证明 r(A±B) ⩽ r(A) + r(B)：

设 A = (α1, α2, . . . , αn), B = (β1, β2, . . . , βn)，并设 r(A) = r, r(B) = s. 不妨设 A 的
列向量组的一个极大线性无关组为 α1, α2, . . . , αr，B 的列向量组的一个极大线性无
关组为 β1, β2, . . . , βs.

取 α1, α2, . . . , αr, β1, β2, . . . , βs 的一个极大线性无关组 γ1, γ2, . . . , γp，则 p ⩽ r+s. 该
极大线性无关组可以线性表示 A 与 B 的列向量组，因此可以线性表示 α1 ± β1, α2 ±



58 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

β2, . . . , αn ± βn，即 A±B 的列向量组，故

r(A±B) ⩽ p ⩽ r + s = r(A) + r(B).

再证明 |r(A)− r(B)| ⩽ r(A±B)：

不妨设 r(A) ⩾ r(B)，即证 r(A)− r(B) ⩽ r(A±B). 由于

r(A) ⩽ r(A+B) + r(−B) = r(A+B) + r(B),

r(A) ⩽ r(A−B) + r(B),

即有

r(A)− r(B) ⩽ r(A±B).

同理可得若 r(A) ⩽ r(B)，则 r(B)− r(A) ⩽ r(A±B). 综上，结论成立.

9. 若 B 是 3× 1 矩阵，C 是 1× 3 矩阵，利用秩不等式 r(BC) ⩽ min{r(B), r(C)}，以
及 r(B) ⩽ 1, r(C) ⩽ 1，有

r(BC) ⩽ 1.

反之，若 A 是秩为 1 的 3× 3 矩阵，则 A 任意两个列向量线性相关. 任取其中的一
个非零列向量 β（r(A) = 1 保证其存在），则 A 可表示为

A = (a1β, a2β, a3β) = β(a1, a2, a3).

令 B = β,C = (a1, a2, a3)，即有 A = BC.

10. (1) 设 α = (a1, a2, . . . , an)
T，β = (b1, b2, . . . , bn)

T，则

ααT = (a1α, a2α, . . . , anα),

ββT = (b1β, b2β, . . . , bnβ).

故 ααT 和 ββT 的任意两个列向量线性相关，r
(
ααT) ⩽ 1，r

(
ββT) ⩽ 1，故

r
(
ααT + ββT) ⩽ r

(
ααT)+ r

(
ββT) ⩽ 2.

(2) 若 α = 0，则 A = ββT，故 r(A) ⩽ 1.

若 α ̸= 0，由于 α, β 线性相关，存在常数 k，使得 β = kα，则

A = ααT + (kα)(kα)T = (k2 + 1)ααT,

故 r(A) ⩽ 1.
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11. (1) 存在 n 阶实方阵 C 使得 A = ABC =⇒ r(A) = r(AB)：由秩不等式 r(AB) ⩽
min{r(A), r(B)}，我们有

r(ABC) ⩽ r(AB) ⩽ r(A).

而由 A = ABC 可知 r(A) = r(ABC)，故 r(A) = r(AB).

(2) r(A) = r(AB) =⇒ 存在 n阶实方阵 C 使得 A = ABC：设 A = (α1, α2, . . . , αn)，
B = (bij)n×n，则

AB = (α1, α2, . . . , αn)


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn


=

(
n∑

i=1

bi1αi,
n∑

i=1

bi2αi, . . . ,
n∑

i=1

binαi

)
.

设 γj =
∑n

i=1 bijαi. 由于 r(A) = r(AB)，α1, α2, . . . , αn 与 γ1, γ2, . . . , γn 等价，
故存在 C = (kij)n×n，使得

(α1, α2, . . . , αn) = (γ1, γ2, . . . , γn)


k11 k12 · · · k1n

k21 k22 · · · k2n
...

... . . . ...
kn1 kn2 · · · knn


= (γ1, γ2, . . . , γn)C,

即 A = ABC.

12. (1) 该问题可以转换为线性映射的像空间停止收缩的问题：设 An×n = M(σ)，则
r(Am) = r(Am+1) 等价于 dim imσm = dim imσm+1.

任取 k ⩾ 2，由于 ∀β ∈ imσk−1，存在 α ∈ Fn，使得 β = σk(α) = σk−1(σ(α)) ∈
imσk−1，我们有 imσk ⊆ imσk−1，即

Fn ⊇ imσ ⊇ imσ2 ⊇ · · · ⊇ imσm ⊇ imσm+1 ⊇ · · · ,

又 dim imσm = dim imσm+1，故

imσm+1 = imσm.

假设 n = k − 1 (k > m) 时，有 imσn = imσn+1 成立，下证 n = k 时该结论也
成立：
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∀γ ∈ imσk，存在 α ∈ Fn，使得 γ = σk(α) = σ(σk−1(α)). 设 β = σk−1(α) ∈
imσk−1 = imσk，则 γ = σ(β) ∈ imσk+1，故 imσk ⊆ imσk+1，而另一个方向
的包含关系已经证明，所以有

imσk+1 = imσk.

因此，

imσm = imσm+1 = imσm+2 = · · · .

显然有

r(Am) = r(Am+1) = r(Am+2) = · · · .

(2) 反证法. 假设 r(An) ̸= r(An+1)，则由 imσn+1 ⊆ imσn，有 r(An) > r(An+1) ⩾ 0.
若存在 k < n 使得 r(Ak) = r(Ak+1)，则由第一问可知 r(An) = r(An+1)，矛盾，
故不存在这样的 k，即

n > r(A) > r(A2) > · · · > r(An−1) > r(An) > r(An+1) ⩾ 0,

由于秩只能是非负整数，上式不可能成立. 故有 r(An) = r(An+1). 再由第一问
可得

r(An) = r(An+1) = r(An+2) = · · · .

C 组

1. 设 vn = (an, bn, 2
n)T，则递推式可化为

vn =


3 1 1

2 4 2

0 0 2

 vn−1,

其中 v0 = (−1, 3, 1)T.

设 A =


3 1 1

2 4 2

0 0 2

，则
vn = Anv0.

下面我们求 An. 注意到

A = 2E +


1 1 1

2 2 2

0 0 0

 = 2E +


1

2

0

(1 1 1
)
.
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令 α = (1, 2, 0)T, βT = (1, 0, 2), B = αβT，则

Bn =
(
αβT)n = α

(
βTα

)n−1
βT = tr(B)n−1B = 3n−1B.

此时我们有

An = (2E +B)n

=
(
n
0

)
2nE +

(
n
1

)
2n−1B +

(
n
2

)
2n−2B2 + · · ·+

(
n
n

)
Bn

= 2nE +
((

n
1

)
2n−130 +

(
n
2

)
2n−231 + · · ·+

(
n
n

)
203n−1

)
B

= 2nE − 2n

3
B +

1

3

((
n
0

)
2n30 +

(
n
1

)
2n−131 + · · ·+

(
n
n

)
203n−1

)
B

= 2nE +
5n − 2n

3
B

=
1

3


5n + 2 · 2n 5n − 2n 5n − 2n

2(5n − 2n) 2 · 5n + 2n 2(5n − 2n)

0 0 3 · 2n

 .

代入 vn = Anv0，有

vn =


5n − 2 · 2n

2 · 5n + 2n

2n

 .

所以 an = 5n − 2 · 2n, bn = 2 · 5n + 2n.

2. (1) 可以将 A 拆成一个 n× 2 矩阵与一个 2× n 矩阵的乘积：

A =


cosα1 sinα1

cosα2 sinα2

...
...

cosαn sinαn


(
cosβ1 cosβ2 · · · cosβn

sinβ1 sinβ2 · · · sinβn

)
.

故由秩不等式 r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}，有 r(A) ⩽ 2 < n，故 A 不可逆.

(2) 可以将 A 拆成两个秩为 1 的矩阵的和：

A =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1

+


x1y1 x1y2 · · · x1yn

x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

... . . . ...
xny1 xny2 · · · xnyn

 ,

故由秩不等式 r(A+B) ⩽ r(A)+ r(B)，有 r(A) ⩽ 1+1 = 2 < n，故 A 不可逆.
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3. (1) 设 B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn

 与 I 可交换，即 BI = IB，则



b1n b11 b12 · · · b1,n−1

b2n b21 b22 · · · b2,n−1

b3n b31 b32 · · · b3,n−1

...
...

...
...

bn−1,n bn−1,1 bn−1,2 · · · bn−1,n−1

bnn bn1 bn2 · · · bn,n−1


=



b21 b22 b23 · · · b2n

b31 b32 b33 · · · b3n

b41 b42 b43 · · · b4n
...

...
...

...
bn1 bn2 bn3 · · · bnn

b11 b12 b13 · · · b1n


,

逐一对照两矩阵中的对应元素，可得

b1n = b21 = b32 = · · · = bn,n−1,

b1,n−1 = b2n = b31 = · · · = bn,n−2,

...

b11 = b22 = b33 = · · · = bnn.

第 k 行等式对应了 In−k，故与 I 可交换的矩阵都可以写成

a11E + a12I + a13I
2 + · · ·+ a1nI

n−1.

(2) 按照与第一问相同的方法进行操作，即可得到结果.

4. 下使用数学归纳法证明该命题. 对于 n = 1 的情况，取 B = E1 即可保证 BA 为上三
角矩阵. 现在假设命题对 n− 1 阶满足条件的矩阵均成立，下证命题对 n 阶满足条件
的矩阵也成立：

设 An =

(
An−1 β

α ann

)
，其中 An−1 是 n− 1 阶方阵，满足各阶左上角子块矩阵都可

逆. 由归纳假设可知存在 n− 1 阶下三角矩阵 Bn−1，使得 Cn−1 = Bn−1An−1 为上三
角矩阵. 下面我们构造 n 阶下三角矩阵 Bn：令

Bn =

(
Bn−1 0
γ 1

)
,

我们要使

Cn = BnAn =

(
Bn−1 0
γ 1

)(
An−1 β

α ann

)
=

(
Cn−1 Bn−1β

γAn−1 + α γβ + ann

)
为上三角矩阵，只需令 γAn−1 +α = 0 即可. 由于 An−1 可逆，故对任意 α 都有对应
的 γ 存在，于是 Bn 存在. 因此，命题对 n 阶矩阵也成立.
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5. 证明：∀α ∈ W, A12α = 0.(
Ok×1

α

)
= A−1A

(
Ok×1

α

)
= A−1

(
A11 A12

A21 A22

)(
Ok×1

α

)
= A−1

(
Ol×1

A22α

)

=

(
B11 B12

B21 B22

)(
Ol×1

A22α

)
=

(
B12A22α

B22A22α

)
.

故 B12A22α = 0，故我们可以推测如下定义：σ ∈ L(W,U), σ(α) = A22α. 只需证明
σ 是单射且满射即可.

单射：σ(α) = σ(β) =⇒ A22(α−β) = 0. 又有 A12α = A12β = 0 =⇒ A12(α−β) = 0.

故

(
A12

A22

)
(α− β) = 0. 由于

(
A12

A22

)
列满秩（A 可逆），故 α = β.

满射：∀γ ∈ U, B12γ = 0.(
Ol×1

γ

)
= AA−1

(
Ol×1

γ

)
= A

(
B11 B12

B21 B22

)(
Ol×1

γ

)

= A

(
Ok×1

B22γ

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
Ok×1

B22γ

)

=

(
A12B22γ

A22B22γ

)
.

故 ∃B22γ ∈ W, A22B22γ = γ ∈ U .

6. 设 A =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

，B =

(
A11 A12

A21 A22

)
，C = A11，则根据 Schur 补的定义，

有

A/C =

(
A22 A23

A32 A33

)
−

(
A21

A31

)
A−1

11

(
A12 A13

)
=

(
A22 −A21A

−1
11 A12 A23 −A21A

−1
11 A13

A32 −A31A
−1
11 A12 A33 −A31A

−1
11 A13

)
,

A/B = A33 −
(
A31 A32

)(A11 A12

A21 A22

)−1(
A13

A23

)
, B/C = A22 −A21A

−1
11 A12.

设 Pij = Aij −Ai1A
−1
11 A1j (i = 2, 3; j = 2, 3)，则

A/C =

(
P22 P23

P32 P33

)
, B/C = P22.
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故

(A/C)/(B/C) = P33 − P32P
−1
22 P23.

由分块矩阵初等变换可以求得(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

(
A−1

11 +A−1
11 A12P

−1
22 A21A

−1
11 −A−1

11 A12P
−1
22

−P−1
22 A21A

−1
11 P−1

22

)
,

由此可得

A/B = A33 −
(
A31 A32

)(A−1
11 +A−1

11 A12P
−1
22 A21A

−1
11 −A−1

11 A12P
−1
22

−P−1
22 A21A

−1
11 P−1

22

)(
A13

A23

)
= A33 −A31

(
A−1

11 +A−1
11 A12P

−1
22 A21A

−1
11

)
−A31

(
−A−1

11 A12P
−1
22

)
−

A32

(
−P−1

22 A21A
−1
11

)
−A32P

−1
22 A23

=
(
A33 −A31A

−1
11 A13

)
−
(
A32 −A31A

−1
11 A12

)
P−1
22

(
A23 −A21A

−1
11 A13

)
= P33 − P32P

−1
22 P23

= (A/C)/(B/C).

7. 令

B =

(
En AT

A Es

)
,

对 B 做分块倍加变化，有(
En AT

A Es

)
→

(
En −ATA AT

O Es

)
→

(
En −ATA O

O Es

)
,(

En AT

A Es

)
→

(
En AT

O Es −AAT

)
→

(
En O

O Es −AAT

)
.

分块倍加变换不改变矩阵的秩，故有

r(B) = r

(
En −ATA O

O Es

)
= r(En −ATA) + s,

r(B) = r

(
En O

O Es −AAT

)
= r(Es −AAT) + n.

于是有 r(En −ATA)− r(Es −AAT) = n− s.

8. (1) 由 (
A 0

0 B

)
→

(
A AC

0 B

)
→

(
A AC +BD

0 B

)
=

(
A E

0 B

)
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→

(
0 E

−AB B

)
→

(
0 E

AB 0

)
可得.

(2) 用分块矩阵的方法，我们知道(
A O

O B

)
→

(
A O

A B

)
→

(
A A

A A+B

)

结合 AB = BA，我们知道(
A A

A A+B

)(
A+B O

−A E

)
=

(
AB A

O A+B

)

于是

r(A)+r(B) = r

(
A O

O B

)
= r

(
A A

A A+B

)
⩾
(
AB A

O A+B

)
⩾ r(AB)+r(A+B)

9. 略有超纲，使用贝祖定理. ∃u(x), v(x), u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = 1，于是

r

(
f1(A) O

O f2(A)

)
= r

(
f1(A) f1(A)u(A) + f2(A)v(A)

O f2(A)

)
= r

(
f1(A) En

O f2(A)

)

= r

(
f1(A) En

−f2(A)f1(A) O

)
= r

(
O En

f(A) O

)
.

因此

f(A) = O ⇐⇒ r

(
f1(A) O

O f2(A)

)
= r

(
O En

f(A) O

)
= n ⇐⇒ r(f1(A))+r(f2(A)) = n.

10. 由于 A 是列满秩矩阵，B 是行满秩矩阵，知存在可逆矩阵 P3×3, Q2×2 使得

A = P

(
E2

O

)
, B =

(
E2 O

)
Q,

于是

BA =
(
E2 O

)
QP

(
E2

O

)
.

由 (AB)2 = 9AB 有

P

(
E2

O

)(
E2 O

)
QP

(
E2

O

)(
E2 O

)
Q = 9P

(
E2

O

)(
E2 O

)
Q,
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即 (
E2

O

)
BA

(
E2 O

)
= 9

(
E2

O

)(
E2 O

)
,

也就是 (
BA O

O O

)
=

(
9E2 0

0 0

)
.

所以 BA = 9E2.
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第 10 讲 行列式

A 组

1. (1) 公理化定义 =⇒ 递归式定义：

先证明一个引理：设 A = (aij)n×n 中 ain = 0, i = 1, 2, . . . , n − 1，则 |A| =
annMnn = annAnn.

将 A 分块表示为

A =

(
A1 0
α ann

)
,

其中 |A1| = Mnn = Ann. 若 ann = 0，则 A 不可逆，|A| = 0，引理成立；若
A1 不可逆，则 r(A) ⩽ r(A1) + 1 < n，故 A 不可逆，|A| = 0，引理亦成立；若
ann ̸= 0 且 A1 可逆，则对 A 作倍加列变换，有

|A| =

∣∣∣∣∣A1 0
0 ann

∣∣∣∣∣ .
再对 A 作倍加行变换，将 A1 化为上三角矩阵 B1，且有 |B1| = |A1| = Mnn，此
时有

|A| =

∣∣∣∣∣B1 0
0 ann

∣∣∣∣∣ = annB1 = annMnn.

上式成立是因为上三角矩阵的行列式等于其对角线元素之积.

下面我们来通过公理化定义推出递归式定义. 我们先推导行列式 D = |aij |n×n

对第 j 列元素的展开式：

令 αj 为 A 中第 j 列的元素，则由公理化定义可得

D = D(α1, α2, . . . , αj , . . . , αn)

= D(α1, α2, . . . ,

n∑
i=1

aijei, . . . , αn)

=
n∑

i=1

D(α1, α2, . . . , aijei, . . . , αn).

对于上式中的第 i 项 Di，我们将第 j 列依次与第 j + 1, j + 2, . . . , n 列对换，再
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将第 i 行依次与第 i+ 1, i+ 2, . . . , n 行对换，于是有

Di = (−1)2n−i−j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n 0
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n 0

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n 0
...

...
an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann 0

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣A1 0

αij aij

∣∣∣∣∣ .

根据引理，我们有

Di = (−1)2n−i−jaij |A1| = (−1)i+jaijMij = aijAij .

由此可得行列式的递推式定义：

D =
n∑

i=1

Di =
n∑

i=1

aijAij .

(2) 递归式定义 =⇒ 公理化定义：

i.（线性性）直接将公理化定义用递归式对第 i 列展开：

D(α1, . . . , λαi + µβi, . . . , αn)

=
n∑

k=1

(λaki + µbki)Aki

= λ ·
n∑

k=1

akiAki + µ ·
n∑

k=1

bkiAki

= λD(α1, . . . , αi, . . . , αn) + µD(α1, . . . , βi, . . . , αn),

则线性性得证.
ii.（反对称性）使用数学归纳法证明. 显然，D(α1, α2) = −D(α2, α1)，然后做
出归纳假设：对于任意正整数 i, j，1 ⩽ i, j ⩽ n− 1 且 i ̸= j，有：

D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn−1) = −D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn−1).

由此做出递推，对交换前后的行列式的首行做展开：

D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) =
n∑

k=1

a1kA1k,

D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn) =
n∑

k=1

a′1kA
′
1k.
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其中，除第 i, j项外，由归纳假设，其余项都满足 a1k = a′1k, A1k = −A′
1k，则有

a1kA1k = −a′1kA
′
1k, k ̸= i, j. 因此主要考察 a1iA1i+a1jA1j 与 a′1iA

′
1i+a′1jA

′
1j

这两项. 首先有 a′1i = a1j , a
′
1j = a1i. 然后将 A1i 与 A′

1j 两项展开对比：

A1i = (−1)1+iD(β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βj , . . . , βn),

A′
1j = (−1)1+jD(β1, . . . , βi−1, βj , βi+1, . . . , βj−1, βj+1, . . . , βn).

式中的 βk 表示原列向量 αk 去掉首行元素后剩余 n − 1 个元素组成的新列
向量. 可以发现，A′

1j 向左交换 j− (i+1)次后与 A1i 是绝对值一致的. 则根
据归纳假设，有 (−1)j−(i+1)A′

1j = (−1)1+j−(1+i)A1i，即有 A′
1j = −A1i，所

以 a1iA1i + a1jA1j = −(a′1jA
′
1j + a′1iA

′
1i). 综上可证：

D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) = D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn).

iii.（规范性）

|En| =

∣∣∣∣∣En−1 0
0 1

∣∣∣∣∣ = |En−1| = · · · = |E1| = 1.

(3) 公理化定义 =⇒ 逆序数定义：见本章 “逆序数定义” 部分的推导.

(4) 逆序数定义 =⇒ 公理化定义：

i.（线性性）使用逆序数定义对行列式进行展开：

D(α1, . . . , λαi + µβi, . . . , αn)

=
∑

(k1,k2,...,kn)∈Sn

(−1)εak11 · · · aki−1,i−1(λakii + µbkii)aki+1,i+1 · · · aknn

= λ

 ∑
(k1,k2,...,kn)∈Sn

(−1)εak11 · · · aki−1,i−1akiiaki+1,i+1 · · · aknn

+

µ

 ∑
(k1,k2,...,kn)∈Sn

(−1)εak11 · · · aki−1,i−1bkii · · · aknn


= λD(α1, . . . , αi, . . . , αn) + µD(α1, . . . , βi, . . . , αn),

其中 ε = τ(k1, k2, . . . , kn) 表示排列 (k1, k2, . . . , kn) 的逆序数.

ii.（反对称性）对于 D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) 逆序数定义展开式中的任意
一项

(−1)τ(k1,...,ki,...,kj ,...,kn)ak11 · · · akii · · · akjj · · · aknn,

其可以对应 D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn) 逆序数定义展开式中的一项

(−1)τ(k1,...,kj ,...,ki,...,kn)ak11 · · · akjj · · · akii · · · aknn.
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而排列 (k1, . . . , ki, . . . , kj , . . . , kn) 与 (k1, . . . , kj , . . . , ki, . . . , kn) 的奇偶性必
定相反，故以上两个对应项为相反数，因此有

D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn) = −D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn).

iii.（规范性）En 的逆序数定义展开式中只有一项

(−1)τ(1,2,...,n)a11a22 · · · ann

不为零，故 |En| = 1.

2. 使用倍加列变换的性质，可得 |α1 + α2 + α3, α1 + 3α2 + 9α3, α1 + 4α2 + 16α3| =

6|α1, α2, α3| = 12.

3. (1) 首先由反对称矩阵的性质，有 AT = −A，其次由矩阵与行列式的性质，可得
|AT | = |A|，则可推出 |A| = | −A| = (−1)n|A|，又 n 为奇数，故 |A| = 0，矩阵
A 不可逆.

(2) 只需证明 AB 的秩小于 n，即 |AB| = 0 即可. B 是奇数阶反对称矩阵，|B| = 0,
则 |AB| = |A||B| = 0 得证.

4. 根据伴随矩阵的性质，
(
A O

O B

)∗

=

∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ ·
(
A O

O B

)−1

. 其中，对
∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ 做递
归式展开，有

∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ =
m∑

k=1

(−1)1+ka1k

∣∣∣∣∣M1k O

O B

∣∣∣∣∣，依此逐次展开可得
∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ =

|A||B| = ab. 又 ab

(
A O

O B

)−1

= ab

(
A−1 O

O B−1

)
=

(
b · aA−1 O

O a · bB−1

)
，最

终可得

(
A O

O B

)∗

=

(
bA∗ O

O aB∗

)
.

与前一个式子的展开类似，

(
O A

B O

)∗

=

∣∣∣∣∣O A

B O

∣∣∣∣∣ ·
(
O A

B O

)−1

，其中对前一步推导做

少量修正后可得

∣∣∣∣∣O A

B O

∣∣∣∣∣ = (−1)mn|A||B| = (−1)mnab, 则 (−1)mnab

(
O A

B O

)−1

=

(−1)mn

(
O a · bB−1

b · aA−1 O

)
，最终可得

(
O A

B O

)∗

= (−1)mn

(
O aB∗

bA∗ O

)
.

5. 证明；

(1) 对正整数 k，有 (Ak)∗ = (A∗)k. 从而若 Am = A，则 (A∗)m = (Am)∗ = A∗. 即
A是幂等矩阵，则 A∗ 也是幂等矩阵. 同样，若 Am = 0，则 (A∗)m = (Am)∗ = 0.
即 A 是幂零矩阵，则 A∗ 也是幂零矩阵.
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(2) (A∗)T = (AT )∗ = A∗. 从而若 A 是对称矩阵，则 A∗ 也是对称矩阵 .(A∗)T =

(AT )∗ = (−A)∗ = (−1)n−1A∗. 从而若 A∗ 为偶数阶时也为反对称矩阵，奇数阶
时为对称矩阵.

6. 对于上三角矩阵，只需看其伴随矩阵的下半部分元素，即 Aij , j > i. 对这些代数余子
式，要么有一整行或整列为零，要么对角线存在零元素，则这些余子式均为零，伴随
矩阵是上三角矩阵.

或者使用另法，当 A 是可逆矩阵，即 A 对角线元素不为零，则 A∗ = |A| · A−1，其
中 A−1 也是上三角矩阵，因此伴随矩阵 A∗ 是上三角矩阵.

7. |A| = 0，则 r(A) < n，故 r(A∗) =

1, r(A) = n− 1

0, r(A) < n− 1
. 当 r(A∗) = 0 时，答案显然

成立；当 r(A∗) = 1 时，由矩阵秩的定义，任意两行（列）必成比例，否则秩大于 1，
矛盾. 综上，原题得证.

8. (α1 − α2 − 2α3, 2α1 + α2 − α3, 3α1 + α2 + 2α3) = (α1, α2, α3)


1 2 3

−1 1 1

−2 −1 2

，又∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−1 1 1

−2 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12 ̸= 0，因此该矩阵可逆，则 (α1 − α2 − 2α3, 2α1 + α2 − α3, 3α1 +

α2 + 2α3) 与 (α1, α2, α3) 秩相等，因此这三个向量线性无关.

9. 只要取 α3, α4 ∈ R4，使得 D(α1, α2, α3, α4) ̸= 0即可. 易得

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0

2 4 0 0

1 −1 1 0

−1 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣1 1

2 4

∣∣∣∣∣·
∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0. 于是可取 α3 = (0, 0, 1, 0)T , α4 = (0, 0, 0, 1)T，能使得 α1, α2, α3, α4

为 R4 的一组基.

10. 考虑滚动消去法，每行减下一行，得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x 1 1 1 . . . 1 1

0 1− x 1 1 . . . 1 1

0 0 1− x 1 . . . 1 1

0 0 0 1− x . . . 1 1
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 1− x 1

x x x x . . . x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一行乘 (−x) 到第 n 行，得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x 1 1 1 . . . 1 1

0 1− x 1 1 . . . 1 1

0 0 1− x 1 . . . 1 1

0 0 0 1− x . . . 1 1
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 1− x 1

x2 0 0 0 . . . 0 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

按第 n 行展开，得 Dn = (1− x)n + (−1)n+1x2Tn−1，其中

Tn−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1

1− x 1 1 . . . 1 1

0 1− x 1 . . . 1 1
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 1 1

0 0 0 . . . 1− x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

按第 n − 1 行展开 Tn−1，有 Tn−1 = Tn−2 + (−1)(1 − x)Tn−2 = xTn−2. 由 T2 =∣∣∣∣∣ 1 1

1− x 1

∣∣∣∣∣ = x，递推得 Tn−1 = xn−2. 代入可解得 Dn = (1− x)n − (−x)n.

11. 按第一列展开，得 Dn =
n∏

i=1

ai + (−1)n+1

n∏
i=1

bi.

12. 按第一列展开，得

Dn = (a+ b)Dn−1 −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ab 0 0 0 · · · 0 0

1 a+ b ab 0 · · · 0 0

0 1 a+ b ab · · · 0 0
...

...
... a+ b

. . . ...
...

0 0 0 0 · · · a+ b ab

0 0 0 0 · · · 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b)Dn−1 − abDn−2.

(1) 方法一：特征方程法. 有特征方程 r2 − (a+ b)r + ab = (r − a)(r − b) = 0，先考
虑 a ̸= b，则 Dn = C1a

n + C2b
n，D1 = a+ b，D2 = a2 + ab+ b2，则有C1a+ C2b = a+ b

C1a
2 + C2b

2 = a2 + ab+ b2
,



第 10 讲 行列式 73

考虑 Cramer 法则，首先判断系数行列式
∣∣∣∣∣ a b

a2 b2

∣∣∣∣∣ = ab(b − a)，若 a = b = 0，

原行列式为 0；若 a = 0, b ̸= 0，则有 C2 = 1，Dn = bn；同理若 a = 0, b ̸= 0，
Dn = an. 考虑 a ̸= 0, b ̸= 0，则系数行列式非 0，根据 Cramer 法则可以解得

C1 =

∣∣∣∣∣ a+ b b

a2 + ab+ b2 b2

∣∣∣∣∣
ab(b− a)

=
a

a− b
, C2 =

∣∣∣∣∣ a a+ b

a2 a2 + ab+ b2

∣∣∣∣∣
ab(b− a)

= − b

a− b
.

故 Dn =
an+1 − bn+1

a− b
. 考虑到 a 或 b 为 0 时也符合该公式，故合并为同一公式.

再考虑 a = b，则 Dn = (C1 + C2n)a
n，有方程(C1 + C2)a = 2a

(C1 + 2C2)a
2 = 3a2

,

a = 0，则 Dn = 0；a ̸= 0，可以解得 C1 = C2 = 1，有 Dn = (n+ 1)an. 考虑到
a = 0 时 Dn 也符合该式，故合并. 综上有

Dn =


an+1 − bn+1

a− b
, a ̸= b

(n+ 1)an, a = b
.

(2) 方法二：递推式变形法. 递推式变形, 得

Dn − aDn−1 = b (Dn−1 − aDn−2) ,

由于 D1 = a+ b,D2 = a2 + ab+ b2, 从而利用上述递推公式得

Dn − aDn−1 = b (Dn−1 − aDn−2)

= b2 (Dn−2 − aDn−3)

= · · · = bn−2 (D2 − aD1) = bn.

故

Dn = aDn−1 + bn = a
(
aDn−2 + bn−1

)
+ bn

= · · · = an−1D1 + an−2b2 + · · ·+ abn−1 + bn

= an + an−1b+ · · ·+ abn−1 + bn

=


an+1 − bn+1

a− b
, a ̸= b

(n+ 1)an, a = b
.

13. 与数归法相同，先得到 Dn 的递推式：

Dn − 2 cosβDn−1 +Dn−2 = 0,
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其中 D1 = cosβ, D2 = cos 2β.

现求其特征方程

λ2 − 2λ cosβ + 1 = 0

的根，有

λ = 2 cosβ ± 2i sinβ.

故令

Dn = C1 cosnβ + C2 sinnβ,

代入初值，有 C1 cosβ + C2 sinβ = cosβ,

C1 cos 2β + C2 sin 2β = cos 2β.

易知 C1 = 1, C2 = 0 为其解，故 Dn = cosnβ.

14. (1) 方法一：慢慢消去.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2 (a+ 3)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2 (b+ 3)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2 (c+ 3)2

d2 (d+ 1)2 (d+ 2)2 (d+ 3)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a+ 1 4a+ 4 6a+ 9

b2 2b+ 1 4b+ 4 6b+ 9

c2 2c+ 1 4c+ 4 6c+ 9

d2 2d+ 1 4d+ 4 6d+ 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a+ 1 4a+ 4 4

b2 2b+ 1 4b+ 4 4

c2 2c+ 1 4c+ 4 4

d2 2d+ 1 4d+ 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a 4a 1

b2 2b 4b 1

c2 2c 4c 1

d2 2d 4d 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

(2) 关注到行列式中只有 (a2, b2, c2, d2)T, (a, b, c, d)T 和 (1, 1, 1, 1)T 三个线性无关列
向量，则一眼看出线性相关. 因此设原行列式为 |α1, α2, α3, α4|，有 α4 = α1 −
3α2 + 3α3，因此原行列式值为 0.
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15. (1)

Dn =

∣∣∣∣∣Dn−1 a

b an

∣∣∣∣∣ , a = (0, . . . , 0,−an−1)
T, b = (1, . . . , 1)

= anDn−1 + an−1

∣∣∣∣∣Dn−2 1n−2

1n−2 1

∣∣∣∣∣ (1n−2 表示由 (n− 2) 个 1 构成的行/列向量)

= anDn−1 + an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 0 . . . 0 1

0 a2 0 . . . 0 1

0 0 a3 . . . 0 1
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . an−2 1

0 0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1− n 列用第 n 列减)

= anDn−1 +
n−1∏
i=1

ai.

递推可得 Dn =

(
n∏

k=1

ak

)(
1 +

n∑
i=1

1

ai

)
.

(2) 将 1 写成 1 + 0, 将 D 硬拆成 2n 个行列式, 只有如下的 n+ 1 个行列式非 0：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

1 a2
... . . .
1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1

1
... . . .
1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1

a2 1
. . . ...

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

a2
. . .

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∏

k=1

ak +
1

a2

n∏
k=1

ak

)(
1 +

n∑
i=1

1

ai

)
.

16. (1) 行列式中 2 比较多，用全是 2 的第二行去消，然后按第 2 行展开.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 · · · 0 0

2 2 · · · 2 2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · n− 3 0

0 0 · · · 0 n− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · (−1) · (n− 2)! = −2(n− 2)!.



76 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

(2) i. 方法一：考虑滚动消去法，有

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

1 1 1 · · · 1 1− n

1 1 1 · · · 1− n 1
...

...
... . . . ...

...
1 1 1− n · · · 1 1

1 1− n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 n+ 1 2 · · · n− 2 n− 1

0 n 0 · · · 0 −n

0 n 0 · · · −n 0
...

...
... . . . ...

...
0 n −n · · · 0 0

1 1− n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+ 1 2 · · · n− 2 n− 1

n 0 · · · 0 −n

n 0 · · · −n 0
...

... . . . ...
...

n −n · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+1(−1)
(n−2)(n−3)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+ 1 n− 1 · · · 3 2

n −n · · · 0 0

n 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

n 0 · · · 0 −n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)
n2−3n+8

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n(n+1)
2

n− 1 · · · 3 2

0 −n · · · 0 0

0 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 −n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n2−n+12
2

nn−1(n+ 1)

2
.

ii. 方法二：考虑连加法. 将第 2, 3, . . . , n列都加到第 1列,提出公因子 1

2
n(n+1),

再依次将第 n− 1 行乘 (−1) 加到第 n 行, · · · , 第 2 行乘 (−1) 加到第 3 行,
第 1 行乘 (−1) 加到第 2 行, 然后对第 1 列展开, 得到一个 n− 1 阶行列式,
它的副对角元为 1− n, 其余元素均为 1 . 再把它的各列加到第 1 列, 并把它
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的第 1 行乘 (−1) 加到其余各行, 得

D =
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n− 1 n

1 3 · · · n 1

1 4 · · · 1 2
...

... . . . ...
...

1 1 · · · n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

0 1 1 · · · 1− n
...

...
... . . . ...

0 1 1− n · · · 1

0 1− n 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

=
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1− n
...

... . . . ... 1

1 1− n · · · 1 1

1− n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 · · · 1 1− n

0 0 · · · −n n
...

... . . . ...
...

0 −n · · · 0 n

0 0 · · · 0 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1

将上式先对第 1 列展开, 得到一个 n − 2 阶行列式, 再将它对最后一行展开,
得

D =
−n(n+ 1)

2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 −n

0 0 · · · −n 0
...

... . . . ...
...

0 −n · · · 0 0

−n 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−3

= −n2(n+ 1)

2
(−1)

(n−3)(n−4)
2 (−n)n−3

= (−1)
n(n−1)

2
(n+ 1)nn−1

2
.

事实上，两种方法得到的答案是等价的.

17. (1) 若 n = 1，则 |A| = |0| = 0；

(2) 若 n = 2, 则 |A| =

∣∣∣∣∣0 −1

1 0

∣∣∣∣∣ = 1；
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(3) 若 n > 2，考虑使用滚动消去法：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 −2 · · · −n+ 1

1 0 −1 · · · −n+ 2

2 1 0 · · · −n+ 3
...

...
... . . . ...

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 −n+ 1

1 1 · · · 1 −n+ 2
...

... . . . ...
...

1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0 −n+ 1

1 0 · · · 0 −n+ 2
...

... . . . ...
...

1 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

18. 我们可以先构造分块对角矩阵，然后分别处理两个低阶的行列式：

D = (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 x 0 0

1 4 x2 0 0

1 8 x3 0 0

0 0 0 2 1

0 0 0 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 x

1 4 x2

1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣2 1

5 3

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 x

1 4 x2

1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

该行列式可以通过加边法构造范德蒙行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 x

1 4 x2

1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

0 1 2 x

0 1 4 x2

0 1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2x(x− 1)(x− 2).

B 组

1. 这三小问实际上都是对原行列式中的某一行进行了替换进行计算.
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(1)

A21 +A22 +A23 +A24 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 1

1 1 1 1

0 −7 8 3

5 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 1 −2

1 0 0 0

0 −7 8 3

5 −2 −7 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 1 −1

−7 8 3

−2 −7 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 148.

(2)

A31 +A33 = 1A31 + 0A32 + 1A33 + 0A34 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 1

2 3 1 4

1 0 1 0

5 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 1

2 1 1 4

1 0 1 0

5 1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 1 1

2 1 −1 4

1 0 0 0

5 3 −7 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3 · (−1)3+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 −1 4

3 −7 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −12.

(3)

M41 +M42 +M43 +M44 = −A41 +A42 −A43 +A44 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 1

2 3 1 4

0 −7 8 3

−1 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 1 4

2 5 −1 6

0 −7 8 3

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −14+1 · (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 4

5 −1 6

−7 8 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −78.

2. 有问题，之后可能会考虑修改题目，此处略.
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3.

|A+B−1| = |B−1BA+B−1E| = |B−1| · |BA+ E|

=
1

2
|BA+A−1A| = 1

2
|B +A−1| · |A|

=
3

2
|A−1 +B| = 3.

4. 正交矩阵满足 AAT = ATA = E，所以 |AAT| = |A|2 = |E| = 1. 而 |A| < 0，所以
|A| = −1.

|E +A| = |AAT +A| = |A| · |AT + E| = −|(A+ E)T| = −|E +A|.

故 |E +A| = 0.

以上两道题都多次运用了 E = AA−1 = A−1A 的技巧，请大家留意.

5. 由 A 为三阶矩阵，可得 |A|2 = |A∗| = 1，而 |A| > 0，所以 |A| = 1. AB = E + 3A

经变形可得 A(B − 3E) = E，故有

B = 3E +A−1 = 3E +
A∗

|A|
=


4 0 0

0 4 0

1 0 4

 .

6. |B| = 1，对 BA = BTB 两边同时取行列式有

|B||A| = |BT||B| = |B|2,

故 |A| = 1. 从而有
A∗ = |A|A−1 = B−1

(
BT)−1

B.

B−1 =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

，于是有

|A∗−2E| = |B−1
(
BT)−1

B−2B−1B| = |B−1||
(
BT)−1−2E||B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0

−1 −1 0

0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1.

7. (1) 由于行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n
...

...
... . . . ...

an−1,1 an−1,2 an−1,3 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,
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而 M1,−M2, . . . , (−1)n−1Mn 恰是 D 的第一行元素的代数余子式，所以将 D 按
第一行展开，可知

a11M1 + a12(−M2) + · · ·+ a1n(−1)n−1Mn = 0.

而 D 的其他行元素与第一行元素的代数余子式乘积之和为 0，于是结论成立.

(2) 因为 r(A) = n− 1，所以 M1,−M2, . . . , (−1)n−1Mn，不全为 0. 且该方程组解空
间维数为 1，M1,−M2, . . . , (−1)n−1Mn 正是该方程组的非零解，结论成立.

8. A∗ = |A|A−1 = 2A−1, B∗ = |B|B−1 = B−1，故

|2A∗B∗ −A−1B−1| = |4A−1B−1 −A−1B−1| = |3A−1B−1| = 3n

|A||B|
=

3n

2
.

9. (1) 设 A = (aij)，则 A∗ = (Aji)（A∗ 的表达式）. 而 AT = A∗，有 aij = Aij , ∀i, j =
1, 2, . . . , n. 而 A 非零，故 ∃akl ̸= 0，从而有

|A| = ak1Ak1 + · · ·+ aknAkn = a2k1 + · · ·+ a2kn > 0.

(2) |A| > 0 有 A 是可逆的，故 A∗ = |A|A−1 = AT，从而 ATA = |A|E. 两侧取行
列式有 |A|2 = |A|n，结合 |A| > 0 有 |A| = 1.

(3) |A| = 1，故 A−1 = AT，A 是正交矩阵.

(4)

|E −A| = |AAT −AE| = |A||AT − E| = |AT − E| = |(A− E)T|

= |A− E| = (−1)n|E −A|.

n 为奇数，则 |E −A| = −|E −A|，即 |E −A| = 0.

10. r(A) = n− 1，则 |A| = 0 且 AX = 0 的解空间的维数为 1. 而考虑 AA∗ = |A|E = 0，
且 ∃Aij ̸= 0，所以 (Ai1, Ai2, . . . , Ain)

T 是所求的基础解系.

11. 设

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 ,

则

A∗ =



A11 A21 · · · An−1,1 An1

A12 A22 · · · An−1,2 An2

...
... . . . ...

...
A1,n−1 A2,n−1 · · · An−1,n−1 An,n−1

A1n A2n · · · An−1,n Ann


.
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注意到目标行列式是 A∗ 中元素 Ann 的代数余子式，也就是 (A∗)∗ 中 (n, n) 位置的
元素. 由例 13.9(4) (A∗)∗ = |A|n−2A 可知结论成立.

12. 设 fi(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cn−2x

n−2 ∈ R[x]n−1，由于 n− 1 维线性空间中的
n 个向量必线性相关，我们可以得到 {f1(x), f2(x), . . . , fn(x)} 线性相关. 即存在不全
为零的 k1, k2, . . . , kn，使得 ∀x ∈ R, k1f1(x) + k2f2(x) + · · ·+ knfn(x) = 0. 设原行列
式的行向量分别为 α1, α2, . . . , αn，则有

k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn = 0.

原行列式的行向量组线性相关，因此其值为 0.

13. 令 A = (α1, α2, . . . , αn), B =


αT
1 α1 αT

1 α2 · · · αT
1 αn

αT
2 α1 αT

2 α2 · · · αT
2 αn

...
... . . . ...

αT
nα1 αT

nα2 · · · αT
nαn

，显然 B = ATA，由 11.4

秩不等式第 4 个 有 r(B) = r(A). 进而 n 维向量组 (α1, α2, . . . , αn) 线性无关等价于
r(A) = n，也就等价于 r(B) = n，进而等价于 |B| ̸= 0，命题得证.

14. ( =⇒ )记A = (α1, α2, . . . , αn), εi = (0, . . . , 1, 0, . . . , 0)T(第 i个为 1)，E = (ε1, ε2, . . . , εn).
因为 α1, α2, . . . , αn是 n维线性无关的向量组，故 |A| ̸= 0，即A可逆，A = EA,AA−1 =

E,

(α1, α2, . . . , αn) = (ε1, ε2, . . . , εn)A, (ε1, ε2, . . . , εn) = (α1, α2, . . . , αn)A
−1.

即 α1, α2, . . . , αn 与 ε1, ε2, . . . , εn 等价. ε1, ε2, . . . , εn 为 Rn 的一个基，能表出任一 n

维向量，故 α1, α2, . . . , αn 能表出 Rn 中任一 n 维向量.

( ⇐= ) 若 α1, α2, . . . , αn 能表出任一 n 维向量，则 εi = λi1α1 + · · · + λinαn, i =

1, 2, . . . , n. 即

E = (ε1, ε2, . . . , εn) = (α1, α2, . . . , αn)


λ11 λ21 · · · λn1

λ11 λ21 · · · λn1

...
... . . . ...

λ11 λ21 · · · λn1

 .

进而 |α1, α2, . . . , αn|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ11 λ21 · · · λn1

λ11 λ21 · · · λn1

...
... . . . ...

λ11 λ21 · · · λn1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1，所以 |α1, α2, . . . , αn| ̸= 0，α1, α2, . . . , αn

线性无关.
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15. A 的前 s 列组成的 s 阶子式为 Vandermonde 行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 · · · as−1

1 a2 a4 · · · a2(s−1)

...
...

... . . . ...
1 as a2s · · · as(s−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由于当 0 < r < n 时，ar ̸= 1，因此 a, a2, . . . , as 两两不同，进而 D ̸= 0，于是
r(A) ⩾ s. 又因为 A 的行数是 s，所以 r(A) ⩽ s. 从而 r(A) = s.

由于 D ̸= 0，故 D 的列向量线性无关，因此 A 的前 s 个列向量即为其列向量组的一
个极大线性无关组.

16. (1) 线性变换的验证省略.

(2) ( =⇒ ) 若 |AB| = 0，则 |A| = 0 或 |B| = 0，故 A 或 B 不可逆. 不妨假设 A 不
可逆，则存在 X0 ̸= 0 使得 AX0 = 0，T (X0) = AX0B = 0. 但 T 是可逆的，所
以 T 是单射，T (X) = 0 ⇔ X = 0，矛盾.
( ⇐= ) |AB| ̸= 0 则 A,B 可逆，故 T (X) = AXB 的逆映射为 T−1(X) =

A−1XB−1.

17. 因为 r(A) < n,A11 ̸= 0，所以 r(A) = n− 1，进而由例 13.9 (6) 可知 r(A∗) = 1，所
以有

A∗ =


a1

a2
...
an

 (λ1, λ2, . . . , λn).

设 (λ1, λ2, . . . , λn)


a1

a2
...
an

 = k，则

(A∗)2 =


a1

a2
...
an

 (λ1, λ2, . . . , λn)


a1

a2
...
an

 (λ1, λ2, . . . , λn)

=


a1

a2
...
an

 · k · (λ1, λ2, . . . , λn) = k


a1

a2
...
an

 (λ1, λ2, . . . , λn) = kA∗.
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18. ∀ai ∈ R, i ∈ Z+ 满足：若 i ̸= j，则 ai ̸= aj，考虑以 Vandermonde 行列式的形式进
行排布. 设

A =



1 1 · · · 1 · · ·
a1 a2 · · · ak · · ·
a21 a22 · · · a2k · · ·
...

... . . . ...
an−1
1 an−1

2 · · · an−1
k · · ·


.

考虑 A的任意 n阶主子式 Dn，其均构成 Vandermonde行列式，又 i ̸= j 有 ai ̸= aj，
所以值均不为 0，也就是说任意 n个向量都线性无关，其个数也恰好为 n，构成 V 的
一组基，命题得证.

19. 易证以 0 为极限的实数数列全体可以构成一个线性空间 W，下使用反证法证明 W

为无限维线性空间：

假设 W 为有限维线性空间，不妨设 dimW = k.

取W 中的 k+1个数列 {a(1)n , a
(2)
n , . . . , a

(k)
n , a

(k+1)
n }，满足 a

(i)
n = (i+1)−n → 0+ (n →

+∞). 分别取这 k + 1 个数列的前 k + 1 项，构造 Vandermonde 行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

2−1 3−1 · · · (k + 2)−1

2−2 3−2 · · · (k + 2)−2

...
... . . . ...

2−(k−1) 3−(k−1) · · · (k + 2)−(k−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0,

故行列式的列向量线性无关. 由于线性无关的向量组在补充分量后仍然线性无关，我
们可以得到 k + 1 个数列 {a(1)n , a

(2)
n , · · · , a(k)n , a

(k+1)
n } 线性无关，这与 dimW = k 矛

盾，因此 W 为无限维线性空间.

20. (1) 连加法得结果为 160；

(2) 连加法得结果为 (λ− 1)(λ+ 3)3；

(3) 如果对数据敏感能看出线性相关，可以直接由 α4 −α1 = 3(α3 −α2) 证得其线性
相关，则为 0. 也可以使用滚动消去法，如∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 9 16

3 5 7 9

5 7 9 11

7 9 11 13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 9 16

3 5 7 9

2 2 2 2

2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

(4) 当然是递推法的常见形式，但是只有 4 阶，所以可以暴算，转化为上三角行列
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式，如 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 0

0 7
3

2 0

0 0 15
7

2

0 0 0 31
15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 31.

21. 暴力拆成 2n 个行列式，其中只有 2个每列各不相同，其他都因为有相同列而为 0. 因
此有

原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 · · · an−1 an

a21 a22 · · · a2n−1 a2n
...

... . . . ...
...

an1 an2 · · · ann−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a2 a3 · · · an a1

a22 a23 · · · a2n a21
...

... . . . ...
...

an2 an3 · · · ann an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + (−1)n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 · · · an−1 an

a21 a22 · · · a2n−1 a2n
...

... . . . ...
...

an1 an2 · · · ann−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + (−1)n−1)

n∏
i=1

ai

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

a1 a2 · · · an−1 an
...

... . . . ...
...

an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n−1 an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + (−1)n−1)

(
n∏

i=1

ai

) ∏
1⩽i<j⩽n

(aj − ai).

22. (1) 可以硬拆成 8 个行列式，其中只有 2 个非零，则得到

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

ay az ax

az ax ay

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
by bz bx

bz bx by

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

y z x

z x y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a3+b3)(3xyz−
∑

x2),

另解：分解成两个矩阵相乘再各自求行列式. 这其实是看出这是一种线性变换的
本质之后的做法：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0

0 a b

b 0 a



x y z

y z x

z x y


∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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(2) 其实直接用三阶行列式的公式也不错，这里介绍基于硬拆的方法

D = x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x xy xz

y y2 + 1 yz

z yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 xy xz

0 y2 + 1 yz

0 yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 0

y 1 0

z 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣y2 + 1 yz

yz z2 + 1

∣∣∣∣∣ =∑x2 + 1.

23. 利用 |λEm −AB| = λm−n|λEn −BA|

|2E − αT
1 β1 − αT

2 β2| =

∣∣∣∣∣2E −
(
αT
1 αT

2

)(β1

β2

)∣∣∣∣∣ = 2n−2

∣∣∣∣∣2E −

(
β1

β2

)(
αT
1 αT

2

)∣∣∣∣∣
= 2n−2

∣∣∣∣∣2− β1α
T
1 −β1α

T
2

−β2α
T
1 2− β2α

T
2

∣∣∣∣∣
= 2n−2

((
2−

n∑
i=1

aibi

)(
2−

n∑
i=1

cidi

)
−

(
n∑

i=1

aidi

)(
n∑

i=1

bici

))

24. 设所求 2n 阶行列式为 D.

(1) 若 a = 0，则

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 b
. . .

0 b

b 0
. . .

b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

2n(2n−1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b 0
. . .

b 0

0 b
. . .

0 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= b2n.

(2) 若 b ̸= 0，我们将第 i 列乘以 − b

a
后加到第 2n− i+ 1 列，化为下三角矩阵：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0
. . .

a 0

b a− b2

a

. . .
b a− b2

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= an(a− b2

a
)n = (a2 − b2)n.
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C 组

1.

3. 设 aij = |A|bij，其中 bij 为整数，则

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|A|b11 |A|b12 · · · |A|b1n
|A|b21 |A|b22 · · · |A|b2n

...
... . . . ...

|A|bn1 |A|bn2 · · · |A|bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由此可得

|A|n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

由于 aij 与 bij 均为整数，所以 |A| 与 |bij |n×n 也为整数，且 |A| ̸= 0，所以 |A| = ±1.

4. 使用数学归纳法证明. 当 n = 1 时，
d
dtF (t) =

∣∣∣∣ ddtf11(t)
∣∣∣∣，结论成立.

假设 n = k − 1 时结论成立，下证 n = k 时结论也成立. 设 Gij(t) 为 F (t) 对 fij(t)

的代数余子式，将 F (t) 按第一列展开：

F (t) =
k∑

i=1

fi1(t)Gi1(t),

对 t 求导，有

d
dtF (t) =

k∑
i=1

dfi1(t)
dt Gi1(t) +

k∑
i=1

fi1(t)
dGi1(t)

dt .

上式第一部分和即为 F1(t). 下求第二部分的和：
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设 Fij(t) 为 Fj(t) 对 fi1 的代数余子式，即

Fij(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f12(t) f13(t) · · · d
dtf1j(t) · · · f1k(t)

f22(t) f23(t) · · · d
dtf2j(t) · · · f2k(t)

...
...

...
...

...

fi−1,2(t) fi−1,3(t) · · · d
dtfi−1,j(t) · · · fi−1,k(t)

fi+1,2(t) fi+1,3(t) · · · d
dtfi+1,j(t) · · · fi+1,k(t)

...
...

...
...

...

fk2(t) fk3(t) · · · d
dtfkj(t) · · · fkk(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

将第二部分中的
dGi1(t)

dt 按归纳假设展开，可得

k∑
i=1

fi1(t)
dGi1(t)

dt =
k∑

i=1

k∑
j=2

Fij(t)fi1(t)

=
k∑

j=2

k∑
i=1

Fij(t)fi1(t)

=
k∑

j=2

Fj(t).

与第一部分合并可得
d
dtF (t) =

n∑
j=1

Fj(t).

5. 对原矩阵进行分块初等变换化为上三角块矩阵后进行计算. 因为 |A| ̸= 0，所以 A 可
逆，进而有如下变换：(

E O

−CA−1 E

)(
A B

C D

)
=

(
A B

O D − CA−1B

)
,

所以 ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ E O

−CA−1 E

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣A B

O D − CA−1B

∣∣∣∣∣ = |A||D − CA−1B| = |AD −ACA−1B|.
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由于 AC = CA，所以有 ACA−1 = CAA−1 = C，所以∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.

6. 这道题目我们利用了一个分块矩阵作为中间 “桥梁” 使得其通过分块初等变换之后能

分别得到两个方向上的结果. 考虑矩阵
(

A α

−βT 1

)
，有

(
A α

−βT 1

)(
E O

βT E

)
=

(
A+ αβT α

O 1

)
,

所以 ∣∣∣∣∣ A α

−βT 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A α

−βT 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣E O

βT E

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A+ αβT α

O 1

∣∣∣∣∣ = |A+ αβT|.

另一方面， (
E O

βTA−1 1

)(
A α

−βT 1

)
=

(
A α

O 1 + βTA−1α

)
.

注意 βTA−1α 的最终结果是一个数. 进而∣∣∣∣∣ A α

−βT 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ E O

βTA−1 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ A α

−βT 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A α

O 1 + βTA−1α

∣∣∣∣∣ = |A|(1 + βTA−1α).

所以有

|A+ αβT| = |A|(1 + βTA−1α).

7. 依旧是对分块矩阵做初等分块变换. 考虑到((
E E

O E

)(
A B

B A

))(
E −E

O E

)
=

(
A+B A+B

B A

)(
E −E

O E

)

=

(
A+B O

B A−B

)
,

所以有 ∣∣∣∣∣A B

B A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣E E

O E

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣A B

B A

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣E −E

O E

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A+B O

B A−B

∣∣∣∣∣
= |(A+B)(A−B)| = |A+B||A−B|

8. 首先有
∣∣∣∣∣|A| |B|
|C| |D|

∣∣∣∣∣ = |A||D| − |B||C|.
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(1) 若 |A| ̸= 0，即 A 可逆. 因为矩阵的初等变换不改变矩阵的秩，所以由(
E O

−CA−1 E

)(
A B

C D

)(
E −A−1B

O E

)
=

(
A O

O D − CA−1B

)
,

条件 r

((
A B

C D

))
= n 以及 A 可逆，可以得到

D − CA−1B = O.

即若 A 可逆，则 D = CA−1B，并且∣∣∣∣∣|A| |B|
|C| |D|

∣∣∣∣∣ = |A||CA−1B| − |B||C| = |A||C||A−1||B| − |B||C| = 0.

(2) 若 |A| = 0，只需证 |B||C| = 0. 若 |B| ̸= 0，则由(
E O

−DB−1 E

)(
A B

C D

)(
E O

−B−1A E

)
=

(
O B

C −DB−1A O

)
,

有 C −DB−1A = O. 注意到 |A| = 0，故

|C| = |DB−1A| = |D||B−1||A| = 0.

同理可证若 |C| ̸= 0，则 |B| = 0.

综上，结论成立.

9. 由 |A| = 0 可知 r(A) < n. 利用结论

r(A∗) =


n r(A) = n

1 r(A) = n− 1

0 r(A) < n− 1

可知 r(A∗) ⩽ 1.

若 r(A∗) = 0，则 A∗ = O，故 Aii = Ajj = Aij = 0，自然有 AiiAjj = (Aij)
2；

若 r(A∗) = 1，则 A∗ 的任意两个列向量线性相关，可得 AiiAjj = AijAji. 又由 A 是
实对称矩阵，有 Aij = Aji，因此 AiiAjj = (Aij)

2.

10. (1) 设
(
A C

O B

)
的伴随矩阵为

(
X Y

Z W

)
. 而

∣∣∣∣∣A C

O B

∣∣∣∣∣ = |A||B|，所以有

(
A C

O B

)(
X Y

Z W

)
= |A||B|

(
E O

O E

)
.
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得到方程组 

AX + CZ = |A||B|E

AY + CW = O

BZ = O

BW = |A||B|E

.

考虑一般情况，我们不再单独讨论 B 是否等于 O. 所以 Z = O, X = |B|A∗,
W = |A|B∗, Y = −A∗CB∗. 即(

A C

O B

)∗

=

(
|B|A∗ −A∗CB∗

O |A|B∗

)
.

(2) 若 A 可逆，则可以通过以下的初等分块变换将其化为上三角块矩阵.(
E O

−CA−1 E

)(
A B

C D

)
=

(
A B

O D − CA−1B

)
.

两侧取伴随有((
E O

−CA−1 E

)(
A B

C D

))∗

=

(
A B

C D

)∗(
E O

−CA−1 E

)∗

=

(
A B

O D − CA−1B

)∗

=

(
|D − CA−1B|A∗ −A∗B(D − CA−1B)∗

O |A|(D − CA−1B)∗

)

, 而(
E O

−CA−1 E

)∗(
E O

−CA−1 E

)
=

∣∣∣∣∣ E O

−CA−1 E

∣∣∣∣∣
(
E O

O E

)
=

(
E O

O E

)
,

所以(
A B

C D

)∗

=

(
|D − CA−1B|A∗ −A∗B(D − CA−1B)∗

O |A|(D − CA−1B)∗

)(
E O

−CA−1 E

)

=

(
|D − CA−1B|A∗ +A∗B(D − CA−1B)∗CA−1 −A∗B(D − CA−1B)∗

−|A|(D − CA−1B)∗CA−1 |A|(D − CA−1B)∗

)
.

11. (1) 因为 n = 2 时 (A∗)∗ = A，所以 B = (B∗)∗ = A∗，而 B 的伴随矩阵是唯一的，
所以存在唯一的 2 阶方阵 A = B∗ 使得 A∗ = B.

(2) ( ⇐= ) 由例 13.9(6) 可得.
( =⇒ )
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i. r(B) = n 时，若存在 A 使得 A∗ = B，则由 (A∗)∗ = |A|n−2A，有

A =
1

|A|n−2
(A∗)∗ =

1

|A|n−2
B∗ =

1

|A|n−2
|B|B−1,

而

|B| = |A∗| = |A|n−1,

代入上式可得

A = |A|B−1 = n−1
√
|B|B−1.

从而满足 A∗ = B 的矩阵 A 存在，且有 n− 1 个.

ii. r(B) = 1 时，存在可逆矩阵 P,Q 使得

B = P

(
1 O

O O

)
Q.

若存在 A 满足 A∗ = B，则 r(A) = n− 1，从而存在可逆矩阵 G,H 使得

A = G

(
0 O

O En−1

)
H,

则

A∗ = H∗

(
0 O

O En−1

)∗

G∗ = H∗

(
1 O

O O

)
G∗ = |HG|H−1

(
1 O

O O

)
G−1,

由 A∗ = B 可得

|HG|H−1

(
1 O

O O

)
G−1 = P

(
1 O

O O

)
Q,

即

|HG|

(
1 O

O O

)
= HP

(
1 O

O O

)
QG,

记 C = HP , D = QG，且分块为 C =

(
C11 C12

C21 C22

)
, D =

(
D11 D12

D21 D22

)
，其

中 C22, D22 是 n− 1 阶矩阵，则

|HG|

(
1 O

O O

)
=

(
C11 C12

C21 C22

)(
1 O

O O

)(
D11 D12

D21 D22

)
=

(
C11D11 C11D12

C21D11 C21D12

)
,

于是

|HG| = C11D11, C11D12 = O,C21D11 = O,C21D12 = O.
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因为 H,G 可逆，所以 C11 ̸= 0, D11 ̸= 0，于是 C21 = O = D12. 从而

A = G

(
0 O

O En−1

)
H = Q−1D

(
0 O

O En−1

)
CP−1

= Q−1

(
D11 O

D21 D22

)(
0 O

O En−1

)(
C11 C12

O C22

)
P−1

= Q−1

(
0 O

O D22C22

)
P−1.

又
C11D11 = |HG| = |CP−1Q−1D| = 1

|PQ|
|DC|.

接下来转为求 |DC|. 而

DC =

(
D11 O

D21 D22

)(
C11 C12

O C22

)
=

(
D11C11 D11C12

D21C11 D21C12 +D22C22

)
.

考虑初等分块变换(
1 O

−D21D
−1
11 En−1

)
DC =

(
1 O

−D21D
−1
11 En−1

)(
D11C11 D11C12

D21C11 D21C12 +D22C22

)

=

(
D11C11 D11C12

O D22C22

)
,

故
C11D11 =

1

|PQ|
|DC| = 1

|PQ|
D11C11|D22C22|,

从而
1

|PQ|
|D22C22| = 1,

即
|D22C22| = |PQ|.

命题得证.
iii. r(B) = 0 则是平凡情况，其是所有 r ⩽ n− 2 矩阵的伴随矩阵.

(3) 由 r(B∗) = r(A) = 1 可知 r(B) = 2. B∗B = |B|E = 0，由此可知 B 的列向量
为方程组 B∗X = 0 的解，其基础解系为

α1 = (−1, 1, 0)T, α2 = (−1, 0, 1)T.

令 B = (α1, α2, α3)，其中 α3 = k1α1+k2α2 = (k1+k2,−k1,−k2)
T. 由 BB∗ = 0

解得 k1 = k2 = 1，从而

B =


−1 −1 2

1 0 −1

0 1 −1

 .
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12. 我们将第 i 行乘 (−1) 加到第 i− 1 行（i 依次取 n, n− 1, . . . , 2），再对第 1 列展开,

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− b c− a 0 · · · 0

0 a− b c− a · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · c− a

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a− b)Dn−1 + (−1)n+1b(c− a)n−1,

有了递推式，但是递推式中有 (−1)n+1，递推比较麻烦可能还需要处理. 如果用数归
证明的话应该可以直接下手了，但是有更聪明的办法：取转置，则行列式的值不变，
但是 b 与 c 的位置交换，由此可以写出 Dn 的第二个递推式：Dn = (a − c)Dn−1 +

(−1)n+1c(b− a)n−1. 两个递推式分别乘以 a− c 与 a− b 后相减即有

Dn =
b(a− c)n − c(a− b)n

b− c
.

13. (1) n = 1 时，显然有 |A| = a1b1.

(2) n ⩾ 2 时，

A =


a1

a2
...
an


(
b1 b2 · · · bn

)
,

故 r(A) = 1 < n，A 不可逆，因此 |A| = 0.

14. 设

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a21 a1a2 · · · a1an

a2a1 1 + a22 · · · a2an
...

... . . . ...
ana1 ana2 · · · 1 + a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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利用行列式公理化定义中的线性性，有

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a21 a1a2 · · · a1an

a2a1 1 + a22 · · · a2an
...

... . . . ...
ana1 ana2 · · · a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a21 a1a2 · · · 0

a2a1 1 + a22 · · · 0
...

... . . . ...
ana1 ana2 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a21 a1a2 · · · a1

a2a1 1 + a22 · · · a2
...

... . . . ...
ana1 ana2 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+Dn−1

= an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · a1

0 1 · · · a2
...

... . . . ...
0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Dn−1 + a2n.

而 D1 = 1 + a21, 因此

|A| = Dn = 1 +
n∑

i=1

a2i .

15. 使用硬拆法，将 A 的第 i 行分解为 (1, 1, . . . , 1)+ (xi, x
2
i , . . . , x

n
i ). 考虑到拆出的行列

式中包含不少于两列为 (1, 1, . . . , 1) 的项均为 0，因此可将 |A| 化简为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2
1 · · · xn

1

x2 x2
2 · · · xn

2

...
... . . . ...

xn x2
n · · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2
1 · · · xn

1

...
...

...
xi−1 x2

i−1 · · · xn
i−1

1 1 · · · 1

xi+1 x2
i+1 · · · xn

i+1

...
...

...
xn x2

n · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

上式中第一项可利用 Vandermonde 行列式化简：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2
1 · · · xn

1

x2 x2
2 · · · xn

2

...
... . . . ...

xn x2
n · · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn

1

1 x2 x2
2 · · · xn

2

...
...

... . . . ...
1 xn x2

n · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∏

i=1

xi

)( ∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

)
.



96 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

对于第二项，∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2
1 · · · xn

1

...
...

...
xi−1 x2

i−1 · · · xn
i−1

1 1 · · · 1

xi+1 x2
i+1 · · · xn

i+1

...
...

...
xn x2

n · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x1(x1 − 1) · · · xn−1
1 (x1 − 1)

...
...

...
xi−1 xi−1(xi−1 − 1) · · · xn−1

i−1 (xi−1 − 1)

1 0 · · · 0

xi+1 xi+1(xi+1 − 1) · · · xn−1
i+1 (xi+1 − 1)

...
...

...
xn xn(xn − 1) · · · xn−1

n (xn − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − 1 x1(x1 − 1) · · · xn−1
1 (x1 − 1)

...
...

...
xi−1 − 1 xi−1(xi−1 − 1) · · · xn−1

i−1 (xi−1 − 1)

1 0 · · · 0

xi+1 − 1 xi+1(xi+1 − 1) · · · xn−1
i+1 (xi+1 − 1)

...
...

...
xn − 1 xn(xn − 1) · · · xn−1

n (xn − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)i+1
∏
j ̸=i

(xj − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−1
1

...
...

...
1 xi−1 · · · xn−1

i−1

1 xi+1 · · · xn+1
i−1

...
...

...
1 xn · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+1

∏
j ̸=i

xj − 1

xj − xi

∏
1⩽k<j⩽n

(xj − xk).

综上可得，

|A| =

(
n∏

i=1

xi +
n∑

i=1

(−1)i+1
∏
j ̸=i

xj − 1

xj − xi

) ∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

16. (1) 若 y = z，则

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y y · · · y

y x2 y · · · y

y y x3 · · · y
...

...
... . . . ...

y y y · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

i. 若存在 i ̸= j，使得 xi = xj = y，则 A 中有两列元素全为 y，因此 |A| 为 0.
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ii. 若存在唯一 i，使得 xi = y，则

|A| = (−1)i−1+i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi y y · · · y

y x1 y · · · y

y y x2 · · · y
...

...
... . . . ...

y y y · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y y y · · · y

0 x1 − y 0 · · · 0

0 0 x2 − y · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · xn − y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= y

∏
j ̸=i

(xj − y).

iii. 若不存在 i，使得 xi = y，则

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y y y · · · y

0 x1 y y · · · y

0 y x2 y · · · y

0 y y x3 · · · y
...

...
...

... . . . ...
0 y y y · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y y y · · · y

−1 x1 − y 0 0 · · · 0

−1 0 x2 − y 0 · · · 0

−1 0 0 x3 − y · · · 0
...

...
...

... . . . ...
−1 0 0 0 · · · xn − y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∑n

j=1
y

xj−y
y y y · · · y

0 x1 − y 0 0 · · · 0

0 0 x2 − y 0 · · · 0

0 0 0 x3 − y · · · 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 · · · xn − y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
j=1

(xj − y) + y
n∑

i=1

∏
j ̸=i

(xj − y).
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综上，当 y = z 时，

|A| =
n∏

j=1

(xj − y) + y
n∑

i=1

∏
j ̸=i

(xj − y).

(2) 若 y ̸= z，则可按照与第 10 题完全相同的方法进行处理，最后得到

|A| =
z
∏n

i=1(xi − y)− y
∏n

i=1(xi − z)

z − y
.
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第 11 讲 朝花夕拾

A 组

1. (1) 参考教材定理 6.1.

(2) 提示. 考虑 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

. 令 α1 =


a11

a21
...

am1

 , . . . , αn =


a1n

a2n
...

amn

.

AX = 0 =⇒ x1α1 + · · ·+ xnαn = 0

只有零解表明 α1, . . . , αn 线性无关，故 A 列满秩，r(A) = n.
有非零解（无穷解）则相反.

(3) 提示同上.

(4) 参考教材定理 6.2.

(5) A(k1X1 + · · ·+ ksXs) = k1AX1 + · · ·+ ksAXs = 0 + · · ·+ 0 = 0.

(6) A(k1X1 + · · ·+ ksXs + η0) = k1AX1 + · · ·+ ksAXs +Aη0 = b

(7) A(η1 − η2) = Aη1 −Aη2 = b− b = 0

(8) 令 X̄ = k1X1 + · · ·+ ksXs，有

AX̄ = b ⇐⇒ A(k1X1 + · · ·+ ksXs) = b

⇐⇒ k1AX1 + · · ·+ ksAXs = b

⇐⇒ (k1 + · · ·+ ks)b = b

⇐⇒ k1 + · · ·+ k2 = 1 (b ̸= 0).

(9) 类似上题.

(10) 错误.
必要性正确. 令 A 为 m × n 的矩阵，则 AX = b 有唯一解表明 r(A) = n. 而
r(A) = n =⇒ AX = 0 只有零解成立.
充分性错误. 注意到 AX = 0 只有零解 =⇒ r(A) = n. 但 r(A) = m 不代表
AX = b 有唯一解，因为还有无解的可能.
（齐次线性方程组一定有解，但非齐次线性方程组不一定有解，一定要注意这个
差别）

简单的反例如 A =


1 0

0 1

0 0

 , b =


0

0

1
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(11) 正确. 令 B = (β1, . . . , βs). AB = 0 =⇒ A(β1, . . . , βs) = 0，即 (Aβ1, . . . , Aβs) =

0，故 B 的列向量为方程组 AX = 0的解.（注：A(β1, . . . , βs) = (Aβ1, . . . , Aβs)

利用分块矩阵性质即可）

(12) 利用上一题的结论易知正确.

(13) 设 A 的解空间为 N(A)，B 的解空间为 N(B)，则由题意有 N(A) ⊆ N(B)，故
dimN(A) ⩽ dimN(B). 而 r(A)+dimN(A) = r(B)+dimN(B)（参考第 1题），
故 r(A) ⩾ r(B) 正确.

(14) 错误.
必要性正确. AX = 0 与 BX = 0 为同解方程组可得 N(A) = N(B) =⇒
dimN(A) = dimN(B). 同上一题，可得 r(A) = r(B).

充分性错误. 反例有 A =

(
1 0 0

0 1 0

)
, B =

(
1 0 0

0 0 1

)
.

实际上，只需考虑解空间均为 Rn 的子空间，Rn = span(α1, . . . , αn). 令 N(A) =

span(αi), N(B) = span(α+ j), i ̸= j 即为反例.

2. r(A∗) =

1 r(A) = 3

0 r(A) < 3
，而已知 A21 ̸= 0，故 r(A∗) = 1，故 r(A) = 3，故 AX = 0

解空间维数为 4− r(A) = 1. 而 |A| = 0，由行列式展开可知

ai1A21 + ai2A22 + ai3A23 + ai4A24 = 0 i = 1, 2, 3, 4

故解为 k(A21, A22, A23, A24)
T, k ∈ R.

3. 由题意得 r(A) = 3 < 4 且 α1 − 4α3 = 0，或 α1 = 4α3. 由 r(A) = 3 得 r(A∗) = 1，
A∗X = 0的基础解系含 3个线性无关的解向量. 由 A∗A = |A|E = O得 α1, α2, α3, α4

为 A∗X = 0 的解，从而 α1, α2, α4 或 α2, α3, α4 为 A∗X = 0 的基础解系.

4. ∀α ∈ Rn, αTAβ = 0 =⇒ Aβ = 0.

5. r(A) = 3 =⇒ dimN(A) = 4− r(A) = 1.

β = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 =⇒ 特解为 (1,−1, 0, 3)T

α1 − 2α2 + α3 = 0 =⇒ 导出组基础解系为 (1,−2, 1, 0)T.

故通解为 k(1,−2, 1, 0)T + (1,−1, 0, 3)T, k ∈ R

6. 设方程组 Ax = b，由 r(A) = 3 知其导出组 Ax = 0 的基础解系只含一个解向量.

而 Aη1 = b, A(η2 + η3) = 2b，故 2η1 − (η2 + η3) = (3, 4, 5, 6)T 为 Ax = 0 的基础解
系，从而所求通解为

x = η1 + c(3, 4, 5, 6)T = (2, 3, 4, 5)T + c(3, 4, 5, 6)T

其中 c 为任意常数.
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7. (1) 取 β1−β2, β1−β3（取法不唯一），有 A(β1−β2) = A(β1−β3) = 0且 β1−β2, β1−β3

线性无关，否则 β1, β2, β3 线性相关.

(2) 取 2β1 + k1(β1 + β2) + k2(β2 + β3) 可行（取法不唯一）.

8. 对于任意的 bs×1，AX = b 都有解，说明 A 的列向量可以线性表出出任意 s 维向量
b，从而 r(A) ⩾ s，而 r(A) ⩽ s，所以 r(A) = s.

反之，如果 r(A) = s，则 A 有 s 个线性无关的列向量，它们就是 s 维空间 V 的一组
基，对于 V 中任意向量 b，都可以由 A 的列向量线性表出，从而 AX = b 有解.

当然，也可以直接用秩不等式：s = r(A) ⩽ r(A, b) ⩽ s得到 r(A, b) = s，所以 AX = b

有解.

9. AB = 0 =⇒ r(A) + r(B) ⩽ n, r(B) = n =⇒ r(A) ⩽ 0 =⇒ A = O.

10. 必要性. 有条件可知 V1 ∩ V2 = {0}，

(
A

B

)
∈ Fn×n，而

(
A

B

)
x = 0 只有零解，故(

A

B

)
可逆，从而 r(A) = m, r(B) = n−m，于是

dimV1 = n− r(A) = n−m,

dimV2 = n− r(B) = n− (n−m) = m.

又 V1+V2是 Fn的子空间，且 dim(V1+V2) = dimV1+dimV2−dim(V1∩V2) = dimFn，
故 Fn = V1 ⊕ V2.

充分性. 若
(
A

B

)
x = 0 有非零解 x1，则 x1 ∈ V1 ∩V2. 这与 Fn = V1 ⊕ V2 矛盾.

11. (1) 由条件知，方程组系数矩阵的为 2，系数矩阵

A =


0 1 a b

−1 0 c d

a c 0 −e

b d e 0

→


0 1 a b

−1 0 c d

0 0 0 ad− e− bc

0 0 −(ad− e− bc) 0


故 ad− e− bc = 0.

(2) 易求得基础解系为 (c,−a, 1, 0)T, (d,−b, 0, 1)T.

B 组

1. (1) 充分性：有 (A+E)(A−E) = A2−E = 0,由定理 BC = 0 =⇒ r(B)+r(C) ≤ n，
得 r(A+E)+ r(A−E) ≤ n；而 r(A+E)+ r(A−E) ≥ r(A+E+A−E) = n，
故 r(A+ E) + r(A− E) = n.
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(2) 必要性：由 r(A + E) + r(A − E) = n 可得出 A 的特征值仅可能为 1 或者 -1，
并且可以对角化.
因此，记 A = PBP−1，其中 B 为对角矩阵，则 (A+E)(A−E) = P (B−E)(B+

E)P−1 = 0，故命题得证.

2. 设 f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cn−1x

n−1，则有

c0 + c1a1 + c2a
2
1 + · · ·+ cn−1a

n−1
1 = b1,

c0 + c1a2 + c2a
2
2 + · · ·+ cn−1a

n−1
2 = b2,

...

c0 + c1an + c2a
2
n + · · ·+ cn−1a

n−1
n = bn.

注意此处我们研究的对象是 (c0, c1, . . . , cn−1)
T. 因为系数行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 · · · an−1
1

1 a2 · · · an−1
2

...
... . . . ...

1 an · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽j<i⩽n

(ai − aj) ̸= 0.

所以由 Cramer法则，上述关于 (c0, c1, . . . , cn−1)
T 的方程组有唯一解，所以满足条件

的多项式函数 f 是唯一存在的.

3. 由 r(A) = m 可知，A 的 m 个行向量（AT 的 m 个列向量）线性无关，它们是方程
组 CX = 0 的一个基础解系. 由 CAT = O 和 n− r(C) = m，得 r(C) = n−m. 因
此，由 CATBT = C(BAT) = O，可知 (BA)T 的 m 个行向量线性无关，它们也是
CX = 0 的一个基础解系.

4. 先记 W = V1 + V2，若 α ∈ V1 ∩ V2，则 Bα = Cα = 0，所以

Aα =

(
B

C

)
α = 0,

由于 A可逆，因此 α = 0，即 V1∩V2 = {0}，因此 V1+V2 是直和，因此只需证W = Fn

即可. 事实上，我们知道 r(B) = r, r(C) = n − r，因此 dimV1 = n − r, dimV2 =

n− (n− r) = r，所以

dimW = dimV1 + dimV2 = n− r + r = n = dimFn,

又 W = V1 ⊕ V2 ⊆ Fn，因此 W = Fn，故得证.

5. 必要性：设 AX = b 有无穷多解，则 r(A) < n，从而 |A| = 0，于是 A∗b = A∗AX =

|A|X = 0.
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充分性：设 A∗b = 0，即方程组 A∗b = 0 有非零解，则 r(A∗) < n，又 A11 ̸= 0，所
以 r(A) = n− 1.

令 A = (α1, α2, . . . , αn)，因为 A∗A = |A|E = O，所以 α1, α2, . . . , αn 为方程组
A∗X = 0 的解，又因为 A11 ̸= 0，所以 α1, α2, . . . , αn 线性无关.

由 r(A∗) = 1，得方程组 A∗X = 0 的基础解系含有 n− 1 个线性无关的解向量，所以
α2, α3, . . . , αn 为方程组 A∗X = 0 的一个基础解系.

因为 A∗b = 0，所以 b 为方程组 A∗X = 0 的一个解，从而 b 可由 α2, α3, . . . , αn 线性
表示，b 也可由 α1, α2, . . . , αn 线性表示，于是 r(A) = r

(
A b

)
= n− 1 < n，故方

程组 AX = b 有无穷多解.

6. 由各列的元素之和等于 0，得 |A| = 0. 利用教材第 6 章习题 7 的结论：

如果 r(A) < n− 1，则 r(A∗) = 0，A∗ = O，所以，Aij = 0, i, j = 1, 2, . . . , n；

如果 r(A) = n−1，则 r(A∗) = 1，且AA∗ = O，于是A∗的每一列 (Ai1, Ai2, · · ·Ain)
T, i =

1, 2, . . . , n 都是 AX = 0 的解.

由于 AX = 0 的解空间的维数为

n− r(A) = n− (n− 1) = 1

所以，AX = 0 的任意两个解成比例. 又元素全部为 1 的 n 元向量 e = (1, 1, . . . , 1)T

满足方程组 AX = 0，因此 A∗ 任意一列都与 e 成比例，即

Ai1 = Ai2 = · · · = Ain i = 1, 2, . . . , n

所以，A∗ 的每一列元素（即 |A| 的每一行元素的代数余子式）都相等.

同理，(AT)∗ 的每一列元素（即 |AT| 的每一行元素，也是 |A| 的每一列元素的代数
余子式）都相等，即

A1j = A2j = · · · = Anj j = 1, 2, . . . , n

7. 见 2019-2020 学年线性代数 I（H）期末第五题.

8. 令原方程组 AX = 0，解系组成矩阵 B. 则新方程组为 BTX = 0. 而 BTAT =

(AB)T = 0，推测 AT 的列向量为基础解系. 而由维数公式，

r(A) = dimV − dimker(A) = 2n− n = n.

故 AT 列空间维数为 n，即 rc(A
T) = n. 而由题意 r(B) = n（否则不是基础解系），

故
dimker(B) = dimV ′ − r(B) = 2n− n = n = rc(A

T).

猜想成立.
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9. (1) 略.

(2)

dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2)

= n(n− r) + n(n− s)− n(n− k).

11. (1) 容易计算 |aE = bA| = (a+ nb)an−1.

(2) 由 1 < r(aE+bA) < n知 |aE+bA| = 0. 故 a ̸= 0，且 a+nb = 0，此时 aE+bA

左上角的 n− 1 阶子式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b b · · · b

b a+ b · · · b
...

... . . . ...
b b · · · a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ (n− 1)b)an−2 =

an−1

n
̸= 0,

故 dimW = n− r(aE + bA) = n− (n− 1) = 1.

13. 见教材 P213 第 6 题.

14. 假. 取 A =

(
1− i 1 + i

1 + i −1 + i

)
，有 ATA = 0.

15. 见教材 P214 第 8 题.

16. 由 XA = 0 与 XAAT = 0 同解. 又由条件知 (C − B)AAT = 0，故 (C − B)A = 0.
即 CA = BA.

17. 由 r(A) + r(E −A) = n ⇐⇒ A2 = A, 易证.

18. 方法一. 用分块矩阵的方法，我们知道(
A O

O B

)
→

(
A O

A B

)
→

(
A A

A A+B

)
.

结合 AB = BA，我们知道(
A A

A A+B

) (
A+B O

−A E

)
︸ ︷︷ ︸

非广义初等变换，难以想到

=

(
AB A

O A+B

)
.

于是

r(A)+r(B) = r

(
A O

O B

)
=

(
A A

A A+B

)
⩾ r

(
AB A

O A+B

)
⩾ r(AB)+r(A+B).



第 11 讲 朝花夕拾 105

方法二. 设方程组 AX = 0 与 BX = 0 的解空间分别是 V1, V2，方程组 ABX =

BAX = 0 与 (A + B)X = 0 的解空间分别为 W1,W2，则 V1 ⊆ W1, V2 ⊆ W1，从而
V1 + V2 ⊆ W1，同时 V1 ∩ V2 ⊆ W1，同时 V1 ∩ V2 ⊆ W2，利用维数公式就有

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) ⩽ dimW1 + dimW2.

即
(n− r(A)) + (n− r(B)) ⩽ (n− r(AB)) + (n− r(A+B)).

化简便知 r(A) + r(B) ⩾ r(AB) + r(A+B).

19. (1) 必要性：ABX = 0 与 BX = 0 同解可知它们基础解系所含向量个数相同，即

n− r(AB) = n− r(B) =⇒ r(AB) = r(B).

充分性：由必要性，当 r(AB) = r(B) 时，ABX = 0 与 BX = 0 的基础解系
所含向量个数相同，而 BX = 0 的解都是 ABX = 0 的解，所以 ABX = 0 与
BX = 0 同解.

(2) r(AB) = r(B) 说明 ABX = 0 与 BX = 0 同解，用 CX 代替 X 就得到
ABCX = 0 与 BCX = 0 同解，从而有 r(ABC) = r(BC).
推论. 设 A 是一个方阵，且存在正整数 k 使得 r(Ak+1) = r(Ak)，递推就有

r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · · .

(3) 当 A 可逆时，结论是显然的. 当 A 不可逆时，有 r(A) ⩽ n− 1，现在考虑 n+1

个矩阵 A,A2, . . . , An+1，有

n− 1 ⩾ r(A) ⩾ r(A2) ⩾ · · · ⩾ r(An) ⩾ r(An+1) ⩾ 0.

这 n+ 1 个矩阵的秩只能从 0, 1, . . . , n− 1 这 n 个数中取，所以必有两个矩阵的
秩相同，即存在 m(1 ⩽ m ⩽ n) 使得 r(Am) = r(Am+1)，由上面的推论可得：

r(Am) = r(Am+1) = · · · = r(An) = r(An+1) = · · · .

特别的，对于任意的正整数 k 有 r(An) = r(An+k).

20. 增广矩阵 A =


1 1 b −1 1

2 3 1 1 −2

0 1 a 3 −4

−3 −3 −3b b a+ 2

. 由解空间维数为 3可知，r(A) = 2. 由

于 β1 =


1

2

0

3

β2 =


1

3

1

−3

 线性无关，则后三列必能被其表示. 对于 α2 =


−1

1

3

b

 =
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k1β1 + k2β2 =⇒ k1 = −4, k2 = 3 =⇒ b = 3

α3 =


1

−2

−4

a+ 2

 = k1β1 + k2β2 =⇒ k1 = 5, k2 = 1 =⇒ a = −25.

而 α1 =


b

1

a

−3b

 =


3

1

−5

−9

 = k1β1 + k2β2 =⇒ k1 = 8, k2 = −5 成立. 故 a = −5, b =

3. 解空间的基略.

若解空间为 2维，则 r(A) = 3，令 A =


α1

α2

α3

α4

，由于 α1, α2必线性无关，故 α3, α4中有

且仅有一个可被 α1, α2 表示. 若为 α3，α2−2α1 = (0, 1, 1−2b, 3,−4) = (0, 1, 4, 3,−4)，
则 a = 1− 2b. 故 a+ 2b = 1，且 α4 不能被表示，故 α4 ̸= −3α1 =⇒ b ̸= 3, a ̸= −5.

故

a+ 2b = 1

b ̸= 3, a ̸= −5
即可.

21. W1 ∩W2 :

(
A

B

)
X = 0. W1 +W2 :

AX = 0

BX = 0
.

22. 方法一. 令 x4 = t，则方程组


x1 + x4 = −1

x2 − 2x4 = d

x3 + x4 = e

的一般解为



x1 = −1− t

x2 = d+ 2t

x3 = e− t

x4 = t

.

代入方程组


x1 + x2 + ax3 + x4 = 1

−x1 + x2 − x3 + bx4 = 2

2x1 + x2 + x3 + x4 = c

可得


(2− a)t = 2− d− ae

(b+ 4)t = 1− d+ e

0 = c− d− e+ 2

. 由 t 的任

意性，可得 a = 2, b = −4. 从而


0 = 2− d− 2e

0 = 1− d+ e

0 = c− d− e+ 2

，解得 d =
4

3
, e =

1

3
, c = −1

3
.
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方法二. 由于

(
A b

B d

)
=



1 1 a 1 1

−1 1 −1 b 2

2 1 1 1 c

1 0 0 1 −1

0 1 0 −2 d

0 0 1 1 e


→



1 0 0 0 0

0 0 0 b− a+ 6 3− 2d+ (1− a)e

0 0 0 2a− 4 c− 2 + d(2a− 1)e

0 0 0 a− 2 d− 2 + ae

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0


.

易知 r(B) = 3，由 r

(
A b

B d

)
= r(B)可得



a− 2 = 0

2a− 4 = 0

b− a+ 6 = 0

3− 2d+ (1− a)e = 0

c− 2 + d(2a− 1)e = 0

d− 2 + ae = 0

，解得



a = 2

b = −4

c = −1

3

d =
4

3

e =
1

3

.

23. 注意如果 X 是两个方程组的公共解，这等价于存在 t1, t2, k1, k2 使得

X = γ + t1η1 + t2η2 = δ + k1ξ1 + k2ξ2.

从而对应有

t1η1 + t2η2 − k1ξ1 − k2ξ2 = γ − δ.

将 t1, t2, k1, k2 设为未知量，对上述方程组的增广矩阵进行初等行变换，可得

(η1, η2,−ξ1,−ξ2, δ − γ) =


−6 −5 −8 −10 −16

5 4 1 2 6

1 0 −1 0 0

0 1 0 −1 0

→


1 0 −1 0 0

0 1 0 −1 0

0 0 1 1 1

0 0 0 1 2.


故 (t1, t2, k1, k2)

′ 有唯一解 (−1, 2,−1, 2)′. 因此公共解为

X = γ − η1 + 2η2 = δ − ξ1 + 2ξ2 = (1, 0,−1, 2)′.

24. 方程组 (1)、(2)有公共解，即方程组



x1 + x2 + x3 = 0,

x1 + 2x2 + ax3 = 0,

x1 + 4x2 + a2x3 = 0,

x1 + 2x2 + x3 = a− 1

有解，对其增广矩阵



108 《线性代数：未竟之美》习题参考答案

进行初等行变换，

Ā =


1 1 1 0

1 2 a 0

1 4 a2 0

1 2 1 a− 1

→


1 1 1 0

0 1 a− 1 0

0 3 a2 − 1 0

0 1 0 a− 1

→


1 1 1 0

0 1 a− 1 0

0 0 a2 − 3a+ 2 0

0 0 1− a a− 1

→


1 1 1 0

0 1 a− 1 0

0 0 1− a a− 1

0 0 0 (a− 1)(a− 2)

 .

当 a ̸= 1 且 a ̸= 2 时，方程组 (1)、(2) 没有公共解.

当 a = 1 时，Ā →


1 1 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

→


1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

，因为 r(A) = r(Ā) = 2，所以

方程组 (1)、(2) 有公共解，公共解为 X = C


−1

0

1

（其中 C 为任意常数）.

当 a = 2 时，Ā →


1 1 1 0

0 1 1 0

0 0 −1 1

0 0 0 0

→


1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 −1

0 0 0 0

，方程组 (1)、(2) 有唯一的

公共解为 X =


0

1

−1

.

C 组

1. 令 f(x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0 为一个 n次多项式，设 λ1, . . . , λn+1 为 f(x)的 n+1

个不同的根，则有齐次线性方程组



λn
1an + · · ·+ λ1a1 + a0 = 0,

λn
2an + · · ·+ λ2a1 + a0 = 0,

...

λn
n+1an + · · ·+ λn+1a1 + a0 = 0.

. 其系数矩阵
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为 A =


λn
1 λn−1

1 · · · 1

λn
2 λn−1

2 · · · 1
...

... . . . ...
λn
n+1 λn−1

n+1 · · · 1

. 显然 |A| ̸= 0，从而 an = an−1 = · · · = a1 = a0 = 0，

这与 f(x) 是 n 次多项式矛盾.

2. 见教材 P214 第 7 题.

3. (1) 由于 r(A) = n，所以 A 可逆，由打洞原理可知 |B| = |A|(0 − β′A−1β) =

−|A|β′A−1β，从而 B 可逆的充要条件为 β′A−1β ̸= 0.

(2) 必要性. 由于

r = r(A) ⩽ r(A, β) ⩽ r

(
A β

β′ 0

)
= r(B) = r

再结合 A′ = A，可知

r

(
A β

β′ 0

)
= r(A, β) = r

(
A

β′

)

于是由定理 15.1 可知方程组
(
A

β′

)
X =

(
β

0

)
有解，即

AX = β,

β′X = 0.
有解.

充分性. 由于

AX = β

β′X = 0
有解，从而 AX = β 也有解，即有 r(A) = r(A, β).

另外

AX = β

β′X = 0
有解也说明

(
A

β′

)
X =

(
β

0

)
有解，于是结合定理 15.1 可

知 r

(
A β

β′ 0

)
= r

(
A

β′

)
. 而显然 r

(
A

β′

)
= r(A, β) = r(A)，于是 r(B) =

r

(
A β

β′ 0

)
= r.

(3) 必要性. 若 B 可逆，则 B 的行向量组线性无关，从而 r(A, β) = n，又由于
r(A) = n− 1，所以 r(A, β) = r(A) + 1，从而由定理 15.1 知 AX = β 无解.

充分性. 由于 r(A) = n − 1，若 AX = β 无解，则由定理 15.1 可知 r(A, β) =

r(A) + 1 = n，于是

r(B) = r

(
A β

β′ 0

)
⩾ r(A, β) = n
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若 r(B) = n，则 r(B) = r

(
A β

β′ 0

)
= r(A, β)，取转置结合 A′ = A 有

r

(
A β

β′ 0

)
= r

(
A

β′

)
，再次结合定理 15.1可知方程组

AX = β,

β′X = 0.
有解，特别

地，AX = β 也有解，这就与已知产生了矛盾. 所以 r(B) = n+ 1，即 B 可逆.

4. (1) 当 n 为偶数时，将增广矩阵 Ā 的第 i (i = 1, 2, . . . , n− 1) 行乘以 (−1)i 加到最
后一行，得

Ā →



1 1 · · · 0 0 b1

0 1 · · · 0 0 b2

0 0 · · · 0 0 b3
...

... . . . ...
...

...
0 0 · · · 1 1 bn−1

0 0 · · · 0 0
n∑

i=1

(−1)ibi


.

故当
n∑

i=1

(−1)ibi = 0 时，方程组有无穷多解，一般解为



x1 =
n−1∑
i=1

(−1)i−1bi + (−1)1xn,

x2 =
n−1∑
i=2

(−1)i−2bi + (−1)2xn,

...

xn−2 = bn−2 − bn−1 + (−1)n−2xn,

xn−1 = bn−1 + (−1)n−1xn,

其中 xn 为自由未知量.

(2) 当 n 为奇数时，有

Ā →



1 1 · · · 0 0 b1

0 1 · · · 0 0 b2

0 0 · · · 0 0 b3
...

... . . . ...
...

...
0 0 · · · 1 1 bn−1

0 0 · · · 0 2 bn +
n−1∑
i=1

(−1)ibi


.
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此时无论 b1, b2, . . . , bn (n ⩾ 2) 取何值，方程组都有唯一解为

x1 =

n−1∑
i=1

(−1)i−1bi + (−1)n−1xn,

x2 =
n−1∑
i=2

(−1)i−2bi + (−1)n−2xn,

...

xn−2 = bn−2 − bn−1 + (−1)2xn,

xn−1 = bn−1 + (−1)1xn,

xn =
1

2
bn +

n−1∑
i=1

(−1)ibi.

5. (1) 必要性. 设 A的行向量为 α1, α2, . . . , αs，B 的行向量为 β1, β2, . . . , βm，由 AX =

0 与 BX = 0 同解得 AX = 0 与

(
A

B

)
= 0 同解，从而系数矩阵的秩相同，即行

向量 α1, α2, . . . , αs 与 α1, α2, . . . , αs, β1, β2, . . . , βm 秩相同.
充分性可由必要性的证明得到. 但是由于 A,B 列向量的维数都可能不同，所以
不存在等价关系.

(2) 提示. V1 ⊆ V2 等价于 AX = 0 与

(
A

B

)
X = 0 同解.

(3) 必要性. 由题意可知 AX = a 与

(
A

B

)
X =

(
a

b

)
同解，从而它们的增广矩阵秩

相同，即 r(A, a) = r

(
A a

B b

)
，可知 (A, a) 与

(
A a

B b

)
的行向量组等价，从而

(B, b) 的每一个行向量都可以由 (A, a) 的行向量线性表出.
充分性可由必要性得到.

(4) 证明留给读者.

6. (1) 采用反证法. 设 |A| = 0，则线性方程组 AX = 0 有非零解，设为 X0 =

(x1, x2, . . . , xn)
T，记

|xk| = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}.

由 X0 ̸= 0 可知 |xk| > 0，考虑 AX = 0 的第 k 个方程，有
n∑

j=1

akjxj = 0，于是

|akk||xk| = |−
∑
j ̸=k

akjxj | ⩽
∑
j ̸=k

|akj ||xk|.

约去 |xk| 后可得 |akk| ⩽
∑
j ̸=k

|akj |，这与条件矛盾. 所以 |A| ̸= 0.
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(2) 构造实函数

f(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ta12 ta13 · · · ta1n

ta21 a22 ta23 · · · ta2n

ta31 ta32 a33 · · · ta3n
...

...
... . . . ...

tan1 tan2 tan3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由于 A 是实矩阵，所以 f(t) 是关于 t 的一个实系数多项式（连续）函数，同时

f(0) = a11a22 · · · ann > 0.

当 t ∈ [0, 1] 时，还有
aii >

∑
j ̸=i

|aij | ⩾
∑
j ̸=i

|taij |.

由 (1) 可知 f(t) 在 [0, 1] 上非零，由连续函数的介值定理可知 f(1) > 0，即
|A| > 0.

(3) 此为直接推论不再赘述.
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第 12 讲 史海拾遗
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第 13 讲 多项式

A 组

1. 按照环的定义逐一进行验证即可.

2. (1) 由于 p(x), q(x) ̸= 0，故存在 c ∈ F，使得 p(c) ̸= 0, q(c) ̸= 0，从而 p(c)q(c) ̸= 0，
这表明 p(x)q(x) ̸= 0.

(2) 由 p(x)q(x) = p(x)r(x) 知 p(x)(q(x) − r(x)) = 0. 而 p(x) ̸= 0，因此有 q(x) −
r(x) = 0 即 q(x) = r(x).

3. 设 p(x) 的不可约分解为 p(x) = cq1(x)
α1q2(x)

α2 · · · qm(x)αm，其中 αi 为正整数，i =

1, 2, . . . ,m.

则 p′(x) = c
m∑
i=1

(αiqi(x)
αi−1

∏
j ̸=i

qj(x)
αj )，从而 d(x) = c

m∏
i=1

qi(x)
αi−1，

p(x)

d(x)
= c

m∏
i=1

qi(x) 显然没有重因式，且这个多项式的不可约因式与 p(x) 的不可约因

式仍然相同.

4. 设 deg f = n 为奇数，f(x) =
n∑

i=0

anx
n. 不妨设 an > 0（否则考虑 −f(x)）.

取 x =

n−1∑
i=0

|ai|

an
+ 2，则 anx

n >
n−1∑
i=0

|ai|xn >
n−1∑
i=0

|ai|xi ⩾ |
n−1∑
i=0

aix
i|，

从而 f(x) = anx
n+

n−1∑
i=0

aix
i > 0，f(−x) = −anx

n+
n−1∑
i=0

ai(−x)i ⩽ −anxn+
n−1∑
i=0

|aixi| <

0. 而实系数多项式在 R 上连续，故 f 一定有实的零点.

B 组

1. 1 =
1

2
(x− 2)(x− 3)− 1

2
(x− 4)(x− 1)，故

1

2
(x− 2)(x− 3) ≡ 1 mod (x− 1).

同理有 −(x− 1)(x− 3) ≡ 1 mod (x− 2)，
1

2
(x− 1)(x− 2) ≡ 1 mod (x− 3).

从而 f(x) ≡ 1

2
× 4× (x− 2)(x− 3)− 1× 8× (x− 1)(x− 3)+

1

2
× 16× (x− 1)(x− 2) ≡

2x2 − 2x+ 4 mod (x− 1)(x− 2)(x− 3).

2. 设 q = ps+ t，其中 deg t < deg p，则 q2 = p2s2 + 2pst+ t2.

从而 p2 | q2 ⇐⇒ 2pst + t2 = 0 ⇐⇒ t(2ps + t) = 0. 由于 deg t < deg p ⩽ deg(ps)，
故 t(2ps+ t) = 0 ⇐⇒ t = 0 ⇐⇒ p | q.
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3. (1) 充分性：假设多项式 p, q 有公共复根 λ，则 (x− λ) 为 p 和 q 的公因式，这与 p

和 q 互素矛盾.

(2) 必要性：设 d(x) 是 p(x) 和 q(x) 的公因式，则 deg d > 1，由代数基本定理知
d(x) 在复数域上有根，这表明 p 和 q 有公共复根，矛盾. 从而 p 和 q 互素.

4. 必要性显然. 下面归纳证明充分性.

(1) k = 1 时，命题成立.

(2) 假设命题对 k 成立，则对于 k + 1，令 g(x) = f ′(x)，则 g(c) = g′(c) = · · · =
g(k−1)(c) = 0, g(k)(c) ̸= 0，根据归纳假设，c 是 g(x) 的 k 重根，从而 c 是 f(x)

的 (k + 1) 重根，命题对 k + 1 成立.

5. 考虑多项式 f(x) = p(x)− q(x)，deg f ⩽ max{deg p, deg q} = n，而 m (m ⩾ 0) 次多
项式至多有 m 个根，这表明 deg f = −∞，只能有 f(x) ≡ 0，从而 p(x) = q(x).

C 组

1. (1) 存在性：给定 p(x), s(x) ∈ F[x], s(x) ̸= 0，设 A = {r(x) ∈ F[x] | ∃s(x) ∈
F[x], p(x) = s(x)q(x) + r(x)}.
由于 p(x) = 0 · s(x) + p(x)，故 p(x) ∈ A，A ̸= ∅. 若 s | p，则 r(x) = 0 ∈ A，且
满足 deg r < deg s.
否则存在 min

r∈A
{deg r}，我们证明 deg r < deg s.

若不然，假设 r1(x) 为 A 中次数最低的多项式，deg r1 = m ⩾ deg s，设 r1 =

amxm + · · ·+ a0，则 r2(x) = r1(x)− s(x) · amxm−deg s ∈ A，且 deg r2 < m，这
与 r1 的选取矛盾，从而假设不成立，有 deg r1(x) < deg s，存在性得证.

(2) 唯一性：设 p(x) = s(x)q1(x)+r1(x) = s(x)q2(x)+r2(x)，则 s(x)(q1(x)−q2(x)) =

r2(x)− r1(x).
若 q1(x) ̸= q2(x)，则 deg(r2 − r1) < deg s ⩽ deg s(x)(q1(x)− q2(x))，矛盾. 从而
q1(x) = q2(x), r1(x) = r2(x).

2. (1) 必要性：设 deg p = n, deg q = m，考虑映射 T : F[x]n × F[x]m → F[x]m+n. 我们
先证明 T 是单射.
假设 r1, r2 ∈ F[x]n, s1, s2 ∈ F[x]m，T (r1, s1) = T (r2, s2). 则 r1p + s1q = r2p +

s2q =⇒ (r1 − r2)p = (s2 − s1)q =⇒ p | (s2 − s1)q. 由于 (p, q) = 1，故有
p|(s2 − s1). 而 deg(s2 − s1) ⩽ n− 1 < deg p，故有 s2 − s1 = 0, s1 = s2，进而有
r1 = r2，从而 T 为单射.
又由于 dim(F[x]n × F[x]m) = n+m = dim(F[x]m+n)，故由 T 为单射知 T 为满
射. 从而存在 u(x), v(x) ∈ F[x]，使得 u(x)p(x) + v(x)q(x) = 1.
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(2) 充分性：设 (p(x), q(x)) = d(x)，则 d(x) | (u(x)p(x) + v(x)q(x)) = 1，从而
d(x) = 1，p(x) 和 q(x) 互素.



第 14 讲 相似标准形：动机与基础 117

第 14 讲 相似标准形：动机与基础

A 组

1. 对于 ∀v ∈ kerS, Sv = 0 =⇒ STv = TSv = 0，这表明 Tv ∈ kerS，kerS 在 T 下不
变. 对于 ∀v ∈ imS, v = Su =⇒ Tv = TSu = S(Tu)，这表明 Tv ∈ imS，imS 在
T 下不变.

2. (1) 对于 ∀v ∈ W1，有 v = ke1, T v = T (ke1) = kT (e1) = 2ke1 ∈ W1，从而 W1 为 T

的不变子空间.

(2) 容易看出 T 在自然基下的矩阵不可对角化，从而 R2 不能表示为 T 的任何不变
子空间 W2 与 W1 的直和.

3. (1) 对于 ∀u = (x, 0) ∈ U，Tu = T (x, 0) = (0, 0) ∈ U，因此 U 在 T 下不变，且 T |U
是 U 上的零线性变换.

(2) T 在自然基下的矩阵为

(
0 1

0 0

)
，它不可对角化.

(3) 对于 ∀v+U = (x, y)+U ∈ F2/U，(T/U)(v+U) = Tv+U = (y, 0)+U = 0+U，
从而 T/U 是 F2/U 上的 0 线性变换.

4. 考虑 U = E(λ1, T )⊕E(λ2, T )⊕· · ·⊕E(λm, T )，对于 ∀u ∈ U，设 u = v1+v2+· · ·+vm，

其中 vi ∈ E(λi, T ). 则 vi = T (
vi
λi

)，从而 u = T (
m∑
i=1

vi
λi

) ∈ imT . 因此 U 是 imT 的子

空间. 进而有 dimU = dimE(λ1, T ) + · · ·+ dimE(λm, T ) ⩽ dim imT .

5. 设 T 的非零特征值为 λ1, . . . , λm，则 m ⩽ dimE(λ1, T ) + · · · + dimE(λm, T ) ⩽
dim imT = k. 若 0 是 T 的非零特征值，则 T 至多有 k+1 个特征值. 否则 T 至多有
k 个特征值. 综上可知 T 至多有 k + 1 个特征值.

6. 令 |λE−A| = 0，解得 λ1 = 5, λ2 = −1.然后解 (5E−A)X = 0，解得 X = k(1, 1, 1)T.
解 (−E − A)X = 0，解得 X = k1(1,−1, 0)T + k2(1, 0,−1)T. 因此 λ1 = 5 对应的特
征子空间为 span(1 + x+ x2)，λ2 = −1 对应的特征子空间为 span(1− x, 1− x2).

7. 矩阵的行列式等于其特征值之积，知 |A| = λ1λ2λ3 = −2. 进一步地，A − 5E 的特
征值为 −4,−6,−3，A+ 5E 和 5E + P−1AP 的特征值均为 6, 4, 7. 从而 |A− 5E| =
−72, |A+5E| = |5E+P−1AP | = 168. |B| = |A2(A−5E)| = |A||A||A−5E| = −288.

8. 设 A∗α = λα，则 AA∗α = λAα. 从而 λAα = |A|α = −α =⇒ Aα = − 1

λ
α，故 α 为

A 的特征向量.
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由 Aα =


a −1 c

5 b 3

1− c 0 −a

 ·


−1

−1

1

 =


−a+ 1 + c

−2− b

c− 1− a

 = − 1

λ
α 可知：(−a + 1 +

c) + (c − 1 − a) = 0，从而 a = c，代入可知 b = −3,− 1

λ
= −1, λ = 1. 此外有

A =


a −1 a

5 −3 3

1− a 0 −a

，由 |A| = −1 解得 a = 2，因此 c = a = 2.

9. 由于 AX = λ0X，故 A(BX) = (AB)X = (BA)X = B(AX) = B(λ0X) = λ0(BX)，
从而 BX ∈ Vλ0

.

B 组

1. (1) 对于 v1+kerσ = v2+kerσ，有 v1 = v2+u，其中 u ∈ kerσ.因此 σ̃(v1+kerσ) =
σ(v1) = σ(v1 + u) = σ(v2) = σ̃(v2 + kerσ)，从而 σ̃ 是良定义的.

对于 ∀v1 + kerσ, v2 + kerσ ∈ V / kerσ 和 l, h ∈ F，都有 σ̃(l(v1 + kerσ) +
h(v2 + kerσ)) = σ̃(lv1 + hv2 + kerσ) = σ(lv1 + hv2) = lσ(v1) + hσ(v2) =

lσ̃(v1 + kerσ) + hσ̃(v2 + kerσ)，这表明 σ̃ 是 V /(kerσ) 到 W 上的线性映射.

(2) 对于 v1 + kerσ, v2 + kerσ，若有 σ(v1) = σ(v2)，则 v1 − v2 ∈ kerσ，从而
v1 + kerσ = v2 + kerσ. 因此 σ̃ 为单射.

(3) 对于 ∀u ∈ im σ̃，有 u ∈ imσ，故 im σ̃ ⊆ imσ.

对于 ∀v = im(w) ∈ imσ，v = σ(w) = σ̃(w + kerσ) ∈ im σ̃，从而 imσ ⊆ im σ̃.
综上有 im σ̃ = imσ.

(4) 由 (2)(3) 可知 σ̃ 实际上给出了一个从 V /(kerσ) 到 imσ 的一一映射，从而
V /(kerσ) ∼= imσ.

2. 必要性是显然的.下证充分性. 设 v1, v2, . . . , vn为 V 的一组基，则对于每个 1 ⩽ i ⩽ n，
存在 ci ∈ F，使得 T (vi) = civi. 对于 ∀i ̸= j，T (vi+ vj) = civi+ cjvj ∈ span(vi+ vj)，
这表明 ci = cj . 从而所有的 ci 均相等，T 为数乘变换.

3. (1) 对于 ∀v+imσ，(σ/(imσ))(v+imσ) = σ(v)+imσ = 0+imσ，因此 σ/(imσ) = 0.

(2) σ/(kerσ) 为单射 ⇐⇒ ker(σ/(kerσ)) = 0 + kerσ ⇐⇒ kerσ ∩ imσ = {0}.

4. 对于 T/U 的特征值 λ，设 (T/U)(v + U) = λ(v + U) = λv + U . 则 (T/U)(v + U) =

Tv + U = λv + U .

5. (1) T 的所有一维不变子空间为 span(ei), i = 1, 2, . . . , n.
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(2) T 的所有不变子空间为所有 span(ei1 , ei2 , . . . , eik)，其中 (i1, i2, . . . , ik) ⊂ {1, 2, . . . , n}.
T 的不变子空间个数为 2n.

6. 令 |λI − T | = 0，若 a < 1，则 λ1 =
√
1− a, λ2 = −

√
1− a，相应的特征向量

为 (α1 +
√
1− aα2), (α1 −

√
1− aα2). 从而 T 的所有不变子空间为 {0}, span(α1 +√

1− aα2), span(α1 −
√
1− aα2), V .

若 a = 1，则 λ = 0，相应的特征向量为 α1，从而 T 的所有不变子空间为 {0}, span(α1), V .

若 a > 1，则 T 在 R 上无特征值，T 的不变子空间只有 {0} 和 V .

7. 由于 r(A) + r(B) < n，故 A 和 B 都有特征值 0.

由于 dim(N(A)∩N(B)) = dim(N(A))+dim(N(B))−dim(N(A)+N(B)) ⩾ dim(N(A))+

dim(N(B)) − n = n − r(A) + n − r(B) − n = n − (r(A) + r(B)) ≥ 0，这表明
N(A) ∩N(B) ̸= {0}，从而存在 A 和 B 有相同的特征向量（对应于特征值 0）.

8. 对于 λi, i = 1, 2, . . . , n，存在 ui ∈ V, ui ̸= 0，使得 Aui = λiui，从而 A2ui = A(λiui) =

λiA(ui) = λ2
iui，这表明 λ2

i 为 A2 的特征值，从而 λ2
1, λ

2
2, . . . , λ

2
n 为 A2 的 n 个特征

值. 进而知
n∑

i=1

λ2
i = tr(A2) =

n∑
j=1

n∑
k=1

ajkakj .

9. 设 a1X1+a2X2+a3X3 = 0.在等式两边同时左乘 (A−kE)可知：a2lX1+a3lX2 = 0.
再左乘 (A − kE) 知 a3l

2 = 0. 结合 l ̸= 0，有 a3 = 0. 回代知 a1 = a2 = 0，从而
X1, X2, X3 线性无关.

10. (1) 设 A = (aij)n×n 是一个严格对角占优矩阵，则 A 的每个特征值都在某个 Gersh-
gorin 圆盘 Di = {z ∈ F | |z − aii| ⩽

∑
j ̸=i

|aij |} 内. 若 0 是 A 的特征值，则存在

i ∈ {1, 2, . . . , n}，使得 |aii| <
∑
j ̸=i

|aij |，这与 A 是严格对角占优矩阵矛盾. 从而

0 不是 A 的特征值，A 为可逆矩阵.

(2) 假设 A 不可逆，则 A 有特征值 0. 显然 0 /∈ D1, D2，故 0 ∈ D3. 注意到 0 实际
上在 D3 的边界上，回顾 Gershgorin 圆盘第一定理的证明，要使得等号成立则
应有 c1 = c2 = c3，从而 (v1 + v2 + v3) 是 A 对应于特征值 0 的特征向量. 而
(v1 + v2 + v3)A ̸= 0，矛盾. 故假设不成立，A 为可逆矩阵.

C 组

1. f(λ) = |λE − B| = (λ − λ1)
dim E(λ1,B) · · · (λ − λm)dim E(λm,B)，故 f(A) 可逆 ⇐⇒

(A−λ1E)dim E(λ1,B) · · · (A−λmE)dim E(λm,B) 可逆 ⇐⇒ | (A−λ1E)dim E(λ1,B) · · · (A−
λmE)dim E(λm,B) |̸= 0 ⇐⇒ | (A − λ1E) |dim E(λ1,B) · · · | (A − λmE) |dim E(λm,B) ̸=
0 ⇐⇒ ∀i = 1, 2, . . . ,m, |A− λmE| ̸= 0 ⇐⇒ B 的任一特征值都不是 A 的特征值.
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2. 命题等价于 σ, τ ∈ L(V ), στ = τσ，则 σ 和 τ 至少有一个公共的特征向量.

考虑 σ 的不变子空间 E(λ, σ)，对于 v ∈ E(λ, σ)，有 σv = λv =⇒ σ(τv) = τσv =

λ(τv)，这表明 E(λ, σ) 是 τ 的不变子空间. 考虑限制映射 τ |E(λ, σ)，它一定有特征
值和相应的特征向量 u ∈ E(λ, σ), u ̸= 0，从而 u 为 σ 和 τ 的公共特征向量.
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A 组

1. 非常简单，可以举
(
1 0

0 1

)
和

(
1 0

0 2

)
的例子，也可以举一个可对角化另一个不可

对角化的例子，因为上述情况矩阵对应的相似标准形不一样，故不相似.

2. 解 |λE−A| = 0可得特征值为 1, 1,−2. 然后解 (E−A)X = 0得 X = t1(−1, 1, 0)T +

t2(1, 0, 1)
T；解 (−2E−A)X = 0，得X = t(−1,−1, 1)T. 可见特征值 1对应的特征子空

间为 span((−1, 1, 0)T, (1, 0, 1)T)，特征值 −2对应的特征子空间为 span((−1,−1, 1)T).
可知与 A 相似的对角矩阵为 diag(1, 1,−2).

3. (1) f(λ) = |λE−A| =

∣∣∣∣∣λ− a −b

−c λ− d

∣∣∣∣∣ = λ2−(a+d)λ+(ad−bc) = λ2−(a+d)λ+|A|.

由于 |A| < 0，因此判别式 ∆ = (a+ d)2 − 4|A| > 0，因此二阶矩阵 A 有两个互
异特征值，故可对角化，因此与对角矩阵相似；

(2) 同 (1)，判别式 ∆ = (a+ d)2 − 4|A| > 0，因此二阶矩阵 A 有两个不同的特征值，
故可对角化.

4. (1) 由 Cramer 法则，A 为方阵且 AX = β 有解但不唯一，即 |A| ̸= 0，解得 a = −2

或 a = 1，分别代入可知 a = 1 时增广矩阵的秩为 2，而 r(A) = 1，故无解；
a = −2 时增广矩阵的秩为 2，而 r(A) = 2，故有解，故 a = −2.

(2) 容易求得特征值为 0,−3, 3，求特征向量可知 P =


1 −1 1

1 0 −2

1 1 1

.

5. 由分块矩阵乘法，A(α1, α2, α3) = (Aα1, Aα2, Aα3) = (α1, α1 + α2 − 2α3, α1 − 2α2 +

α3) = (α1, α2, α3)


1 1 1

0 1 −2

0 −2 1

. 令 P = (α1, α2, α3)，则 AP = P


1 1 1

0 1 −2

0 −2 1

 =

PB，即 P−1AP = B，故 A 与 B 相似，故两矩阵的特征值相同，简单求解 B 的特
征值即得 A 的特征值为 1,−1, 3.

6. 每行元素之和为 3，则我们知道 α = (1, 1, 1)T 是 3 对应的特征向量（具体理由只需
要验证 Aα = 3α 即可，这是很常用的性质），而 AX = 0 的解是对应特征值 0 的特

征向量，故由题意可知取 P =


1 −1 0

1 2 −1

1 −1 1

，则 P−1AP =


3 0 0

0 0 0

0 0 0

.
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B 组

1. 回忆例题中 A2 = 2A，即 A(A− 2E) = O 的证明，我们知道 A 的特征值只能为 a 或
b，然后我们可以证明 r(aE−A)+ r(bE−A) ⩽ n 和 r(aE−A)+ r(bE−A) ⩾ n，因
此 r(aE −A) + r(bE −A) = n，即 A 可对角化（由于和例题完全类似，这里不再展
开具体做法）.

2. 若 A2 = E，则 A 可对角化. 设 A = P−1BP，B 为对角矩阵，若 A 的特征值只有
1，则 B = E，从而 A = P−1EP = E. 若 A 的特征值只有 −1，则 B = −E，从而
A = −E.

3. 根据例题中关于 A2 = A 的讨论可知，满足 A2 = A 的矩阵 A 可对角化（设过渡矩阵
为 P），特征值 0 和 1 的重数分别为 n− r 和 r，因此 |A− 2E| = |P−1||A− 2E||P | =
| diag(−1, . . . ,−1,−2, . . . ,−2)| = (−1)r(−2)n−r.

4. 三阶矩阵如果有三个特征值则一定可对角化，故由题意 T 只能有 6 和 7 两个特征值.
故 λ ̸= 6, 7 时 T − λI 都是可逆的（回顾正文中的定理），故 T − 8I 可逆（故是满
射），因此一定存在 (x, y, z) ∈ C3 使得 (T − 8I)(x, y, z) = (17,

√
5, 2π)，因此存在

(x, y, z) ∈ C3 使得 T (x, y, z) = (17 + 8x,
√
5 + 8y, 2π + 8z).

5. 可对角化矩阵特征值（包括重数）相等则相似标准形（对角矩阵）相等，故一定相似.

不可对角化的举例说明不成立：


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 和

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 的特征值全为 0（重数均

为 3），但它们对应不同的若当标准形（之后章节会介绍），因此不相似.

6. 直接计算 |λE −A| = 0，得到 A 的特征值为 −2, 6, 6，因为 A 可对角化，则特征值 6
对应的特征子空间为 2 维，即 (6E −A)X = 0 的解空间为 2 维，根据齐次线性方程

组一般理论，r(6E − A) = 3− 2 = 1，即 r


4 −2 0

−8 4 −a

0 0 0

 = 1，显然 a = 0. 接下

来求解-2 和 6 对应的特征向量即可，得到可行的解 P =


−1 1 0

2 2 0

0 0 1

.

7. (1) 上三角矩阵特征值就是所有主对角元 aii, i = 1, 2, . . . , n；

(2) 由（1）知主对角元互不相等表示 A 有 n 个互不相等的特征值，故可对角化；

(3) 由（1）知此时 A有一个 n重特征值，记为 c，则所有特征向量都在 (cE−A)X = 0

的解空间中，而 r(cE −A) = 1，故解空间维数为 n− 1 < n，故 A 不可对角化.
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8. (1) A =


2 −2 0

−2 1 −2

0 −2 0

；

(2) B =


0 −2 0

−3 1 −2

1 −1 2

；
(3) 根据讲义本讲开头的定理（线性变换在不同基下的表示），C1 实际上就是基

α1, α2, α3 变为自然基 e1, e2, e3 的过渡矩阵，简单计算可得


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

.

9. 不难解得 A 和 B 的特征值均为 −1, 0, 1，因此它们都与


−1 0 0

0 0 0

0 0 1

 相似，即 A

与 B 相似. 我们也可以解得 P1 =


−1 0 1

0 1 0

1 0 1

 和 P2 =


0 0 1

−1 −2 0

1 1 0

 使得

P−1
1 AP1 = P−1

2 BP2 =


−1 0 0

0 0 0

0 0 1

，故 (P1P
−1
2 )−1A(P1P

−1
2 ) = B，即题目要求的

P = P1P
−1
2 =


1 −1 −2

0 −1 −1

1 1 2

.

10. (1) A 与 B 相似则特征值相等，我们知道矩阵的对角线元素之和等于特征值之和，
行列式等于特征值之积，则它们也一定相等. 根据这一原理非常容易解得 x =

0, y = 1.

(2) 事实上 B 就是对角矩阵，实际上这里就是求过渡矩阵 P 使 A 对角化，具体步

骤不再赘述，得到 P =


1 0 0

0 1 1

0 1 −1

.

11. 令 A1 =

(
1 2

4 3

)
，A2 =


1 −3 3

3 −5 3

6 −6 4

，则 A =

(
A1 O

O A2

)
. 首先得到 A1 和 A2 的

特征值分别为 −1, 5 和 −2,−2, 4. 分别求过渡矩阵 P1 和 P2 使得 A1，A2 对角化，容
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易解得 P1 =

(
−1 1

1 2

)
，P2 =


1 1 1

1 0 1

0 −1 2

. 令 P =

(
P1 O

O P2

)
，则

P−1AP =

(
P−1
1 A1P1 O

O P−1
2 A2P2

)
=



−1 0 0 0 0

0 5 0 0 0

0 0 −2 0 0

0 0 0 −2 0

0 0 0 0 4


,

即 P−1AP = diag(−1, 5,−2,−2, 4)，故 A与 diag(−1, 5,−2,−2, 4)相似. 总之，A的

特征值为 −1, 5,−2,−2, 4，过渡矩阵 P =

(
P1 O

O P2

)
=



−1 1 0 0 0

1 2 0 0 0

0 0 1 1 1

0 0 1 0 1

0 0 0 −1 2


.

（注：通过本题也可以看出分块对角矩阵的特征值是两个对角块矩阵的并集，过渡矩
阵就是两个过渡矩阵按同样分块方式排列得到的矩阵.）

12. 回顾对角化过程可知，令 P = (ξ1, ξ2, ξ3) =


1 1 1

1 2 3

1 4 9

，则 P−1AP =


1 0 0

0 2 0

0 0 3

，

即 P−1AnP =


1 0 0

0 2n 0

0 0 3n

，故 An = P


1 0 0

0 2n 0

0 0 3n

P−1，最后可以计算得到

Anβ =


2− 2n+1 + 3n

2− 2n+2 + 3n+1

2− 2n+3 + 3n+2

.

13. 设 A =

(
A1 O

O A2

)
，其中 A1 =

(
3 4

4 −3

)
，A2 =

(
2 4

0 2

)
. 回顾矩阵运算进阶

中介绍的求幂方法，我们发现 A2 = 2E + B，其中 B =

(
0 4

0 0

)
，且 B2 = O，

因此 An
2 = (2E + B)n = 2nE + n2n−1B =

(
2n n2n+1

0 2n

)
. 再看 A1，我们用对

角化方法求幂，容易求得 P =

(
2 −1

1 2

)
使得 P−1A1P =

(
5 0

0 −5

)
，故 An

1 =

P

(
5n 0

0 (−5)n

)
P−1 = 5n−1

(
4 + (−1)n 2 + 2(−1)n+1

2 + 2(−1)n+1 1 + 4(−1)n

)
，最后结合上面的讨论
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得到 An =

(
An

1 O

O An
2

)
.

14. (1) 由题意，PB = AP，利用分块矩阵乘法可知 PB = AP = (AX,A2X,A3X) =

(AX,A2X, 3AX−2A2X)（注意 (AX,A2X,A3X)B = (AXB,A2XB,A3XB)是
错误的，因为这是 1× 3 分块和 1× 1 分块相乘，显然不能这么乘）.

则 PB = (AX,A2X, 3AX − 2A2X) = (X,AX,AX)


0 0 0

1 0 3

0 1 −2

. 等号两边左

乘 P−1 有 B =


0 0 0

1 0 3

0 1 −2

.

(2) 由于 A 与 B 相似，故有相同的特征值，易求得 B 的特征值为 0,−3, 1，则 A 的
特征值也为 0,−3, 1，则 A+E 的特征值根据正文例题可知为 1,−2, 2，则 A+E

的行列式为其特征值之积，即为 −4.

C 组

1. 暂略，有需要可以参考《线性代数应该这样学》作者给出的答案（见网页第五题）；

2. (1) B2 = α(αTα)αT = mααT = mB，其中 m = αTα = a21 + ·+ a2n，且易知这就是
tr(B). 用归纳法可知 Bk = mk−1B，令 t = mk−1 则得证，其中 t = (tr(B))k−1.

(2) 这是经典的秩 1 矩阵，由于 B 的秩为 1，则 BX = 0 的解空间维数为 n− 1，因
此 0 是 B 的 n − 1 重特征值. 而特征值之和等于矩阵的迹. 则剩下一个一重特
征值为 tr(B)（由题意迹不为 0）.

然后求特征向量，这里需要一些观察. 特征值 0 对应的特征向量即为 BX = 0

的解，设解为 (x1, . . . , xn)，不失一般性地，设 a1 ̸= 0，由于 B 的秩为 1，因此
将 BX = 0 展开为线性方程组后，每一行（除去全 0 的）代表的方程是完全一
致的（因为它们成比例），因此我们只需考虑第一行方程

a21x1 + a1a2x2 + · · ·+ a1anxn = 0,

解得 n− 1 个线性无关特征向量为

X1 = (−a2, a1, 0, . . . , 0), X2 = (−a3, 0, a1, 0, . . . , 0), . . . , Xn−1 = (−an, 0, . . . , 0, a1).

对于特征值 tr(B) = αTα，我们可以设特征向量为 X，则 (tr(B)E − B)X =

(αTαE−ααT)X = 0，即 αTX = ααTX，我们可以观察发现 α 就是一个解，则

https://linearalgebras.com/5c.html
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Xn = α 是其特征向量. 则 P =



−a2 −a3 · · · −an a1

a1 0 · · · 0 a2

0 a1 · · · 0 a3
...

... . . . ...
...

0 0 · · · a1 an


，且对角矩阵为

diag(0, . . . , 0, αTα).

3. (1) 由题意知 A 的秩为 1，因此特征值 0 对应的特征子空间为 AX = 0 的解空间，
维数为 n− 1，故特征值 0 的重数至少为 n− 1. 剩下可能还有一个特征值，我们
知道特征值之和等于对角线元素之和，因此最后一个特征值等于 n，n 对应的特
征子空间维数至少为 1，结合 0 对应特征子空间维数为 n − 1 可知 n 对应的特
征子空间维数就是 1，二者可以张成整个 Rn，因此可以对角化.

下面求过渡矩阵，n 对应的特征向量只需解方程 (nE − A)X = 0，即得 X1 =

(1, 1, . . . , 1)T. 0对应的 n−1个线性无关特征向量就是 AX = 0的基础解系，即
X2 = (−1, 1, 0, . . . , 0)T, X3 = (−1, 0, 1, 0, . . . , 0)T, . . . , Xn = (−1, 0, . . . , 0, 1)T，

令 P = (X1, X2, . . . , Xn) =



1 −1 −1 · · · −1

1 1 0 · · · 0

1 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

1 0 0 · · · 1


，则有 P−1AP = Λ =

diag(n, 0, . . . , 0).

(2) 由上一小问可知 A = PΛP−1，则 Ak = PΛkP−1，故

Ak = PΛkP−1 = P diag(nk, 0, . . . , 0)P−1,
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故

f(A) = amAm + am−1A
m−1 + · · ·+ a1A

= P (amΛm + am−1Λ
m−1 + · · ·+ a1Λ)P

−1

= P


amnm + am−1n

m−1 + · · ·+ a1n 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

P−1

=


f(n) 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

 =
f(n)

n
P


n 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

P−1

=
f(n)

n
PΛP−1 = kA.

其中 k =
f(n)

n
. 故 f(A) = kA.

(3) 显然 X = (1, 1, x · · · , 1)T 是 B 关于特征值 b 的特征向量，由于 b 是特征多项式
的单根，则特征子空间维数也为 1，故特征向量就是 kX（其中 k 为非零常数）.
又 f(B) = (B − bE)g(B) = O，则 Bg(B) = bg(B). 令 g(B) 的列向量组为
α1, . . . , αn，则上式可以写为 B(α1, . . . , αn) = (bα1, . . . , bαn)，即 Bαi = bαi，即
αi 是 B 关于特征值 b 的特征向量，故 αi = kiX = (ki, ki, . . . , ki)

T，即 g(B) =
k1 k2 · · · kn

k1 k2 · · · kn
...

... . . . ...
k1 k2 · · · kn

. 由于 B 是实对称矩阵，故 g(B) 也是实对称矩阵（很容易

验证实对称矩阵经过幂次、加法运算后仍是实对称矩阵），因此 g(B) = (g(B))T，
故 k1 = k2 = · · · = kn = k，即 g(B) = kA.

4. (1) 设 α是 B 的特征向量，对应的特征值为 λ，即 Bα = λα，则 Aα+Bα−ABα = 0，
即 Aα+ λα−Aλα = 0，即 (1− λ)Aα = −λα. 若 λ = 1，则 α = 0，与它是特

征向量矛盾，故 λ ̸= 1，从而 Aα =
−λ

1− λ
α，这就说明了 B 的特征向量就是 A

的特征向量.
由 A+B = AB可知，(A−E)(B−E) = E，故 A−E 可逆，且 (A−E)−1 = B−E，
从而 E = (B − E)(A− E) = BA− A− B + E，故 BA = A+ B，同上理可得
A 的特征向量也是 B 的，得证.

(2) i. 必要性：若 A 可对角化，则 Rn 有一组由 A 的特征向量张成的基，由（1）
知 B 与 A 特征向量一致，故 Rn 也有一组由 B 的特征向量张成的基，即 B
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可对角化.
ii. 充分性与必要性类似.

(3) 由 A + B = AB 可知 A = (A − E)B 且 B = A(B − E)，由此可得 r(A) ⩽
r(B) ⩽ r(A)，故 r(A) = r(B).

5. (1) 必要性：A 和 B 在实数域上相似，则存在可逆实矩阵 C 使得 B = C−1AC，将
A,B,C 视为复数域上的矩阵，则可知 A 和 B 在复数域上也相似.

(2) 充分性：若 A 和 B 在复数域上相似，则存在可逆复矩阵 P = P1 + iP2 使得
B = P−1AP，其中 P1, P2 是实矩阵，即 AP = PB，从而 A(P1 + iP2) = (P1 +

iP2)B，比较实部虚部可知 AP1 = P1B 且 AP2 = P2B. 构造实系数多项式
f(t) = |P1+ tP2|，显然 f(i) = |P | ̸= 0，则 f(t)是非零多项式，所以 f(t)的根只
有有限多个，从而存在 t0 ∈ R使得 f(t0) ̸= 0，则 |P1+ t0P2| ̸= 0，从而 P1+ t0P2

可逆，从而 A(P1 + t0P2) = AP1 + t0AP2 = P1B + t0P2B = (P1 + t0P2)B，即
(P1 + t0P2)

−1A(P1 + t0P2) = B，即 A 和 B 在实数域上相似.

6. (1) i. 必要性：A有 n个互不相等的特征值，则 A一定可对角化，则 A有 n个线性
无关特征向量，记为 X1, . . . , Xn，则 AXi = λiXi (Xi ̸= 0)，则 A(BXi) =

B(AXi) = λi(BXi)，即 BXi 属于 A 的特征子空间 Vλi
，又 λi 是 A 的

单重特征值，对应的特征子空间是一维的，故 Vλi
中任两个向量成比例，即

BXi = µiXi，故 Xi 也是 B 关于特征值 µi 的特征向量.
ii. 充分性：必要性：A 有 n 个互不相等的特征值，则 A 一定可对角化，则 A

有 n 个线性无关特征向量 X1, . . . , Xn，由于它们也是 B 的特征向量，故 B

可对角化. 设 P = (X1, . . . , Xn)，则 P−1AP = Λ1，P−1BP = Λ2，其中 Λ1

和 Λ2 都是对角矩阵，则它们乘法可交换，即 (P−1AP )(P−1BP ) = Λ1Λ2 =

Λ2Λ1 = (P−1BP )(P−1AP )，上式两边左乘 P，右乘 P−1，则 AB = BA.

(2) 由于 A 可对角化，所以存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = diag(λ1E1, . . . , λsEs)，
其中 λ1, . . . , λs 是 A 的所有互异特征值，E1, . . . , Es 分别是 r2, . . . , rs 阶单位矩
阵，且 r1 + · · ·+ rs = n，由 AB = BA 可知 P−1APP−1BP = P−1BPP−1AP，
根据正文矩阵运算进阶中对矩阵乘法可交换问题的讨论中准对角矩阵的结论，我
们有 P−1BP = diag(B1, . . . , Bs)，其中 Bi 是 ri 阶矩阵. 由于 B 可对角化，因
此 P−1BP 也可对角化（因为它和 B 相似，故它们有相同的相似标准形），从
而 B1, . . . , Bs 都可对角化，故对于任意的 Bi(i = 1, 2, . . . , s)，存在可逆矩阵
Qi 使得 Q−1

i BiQi 是对角矩阵. 取 Q = diag(Q1, . . . , Qs)，则 Q−1P−1BPQ =

diag(Q−1
1 B1Q1, . . . , Q

−1
s BsQs) 是对角矩阵，同时有

Q−1P−1APQ = diag(λ1E1, . . . , λsEs),

则 Q−1P−1APQ = diag(λ1Q
−1
1 Q1, . . . , λsQ

−1
s Qs) = diag(λ1E1, . . . , λsEs) 为对

角矩阵，因此取 T = PQ 就有 T−1AT 和 T−1BT 都是对角矩阵.
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7. 此题条件与 C组 15 题相同，因此我们知道存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP 和 P−1BP

都是对角矩阵（因为 A 的 n 个线性无关特征向量也是 B 的线性无关特征向量）. 设
P−1AP = diag(λ1, . . . , λn)，P−1BP = diag(µ1, . . . , µn)，并设 f(x) = an−1x

n−1 +

· · ·+ a1x+ a0 满足 f(A) = B，则 an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0E = B，从而

an−1(P
−1AP )n−1 + · · ·+ a1(P

−1AP ) + a0E = P−1BP,

即 

an−1λ
n−1
1 + · · ·+ a1λ1 + a0 = µ1

an−1λ
n−1
2 + · · ·+ a1λ2 + a0 = µ2

...

an−1λ
n−1
n + · · ·+ a1λn + a0 = µn

由于 λ1, . . . , λn 两两不同，故上述方程组有唯一解（回忆范德蒙行列式和 Cramer 法
则），从而 a0, . . . , an−1 有唯一解，得证.

8. 设 T 在这样的基下的矩阵为上三角矩阵 A，则 T 的特征多项式 f(λ) = |λE − A| =
(λ−λ1)

r1 · · · (λ−λm)rm，其中 ri 是特征值 λi 在矩阵对角线上出现的次数，而 f(λ) =

(λ− λ1)
dim E(λ1,T ) · · · (λ− λm)dim E(λm,T )，因此有 ri = dimE(λi, T ). 即 λ 出现在 T

的矩阵的对角线上的次数等于 λ 作为 T 的特征值的重数.

9. A 为幂零矩阵 ⇐⇒ A 的所有特征值均为 0.

设 A = P−1BP , 其中 B 为上三角矩阵，设 B 对角线上元素为 λ1, λ2, . . . , λn，则对
∀k ∈ N+，Bk 为上三角矩阵且对角线上为 λk

1 , λ
k
2 , . . . , λ

k
n.

这表明 A 是幂零矩阵 ⇐⇒ B 只有特征值 0 ⇐⇒ ∀k ∈ N+, B
k 特征值全为

0 ⇐⇒ ∀k ∈ N+, A
k 特征值全为 0 ⇐⇒ ∀k ∈ N+, tr(Ak) = 0.
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第 16 讲 若当标准形
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第 17 讲 多项式的进一步讨论
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第 18 讲 有理标准形
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第 19 讲 内积空间
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第 20 讲 内积空间上的算子
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未竟专题八 希尔伯特空间引论
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第 21 讲 奇异值分解
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第 23 讲 二次型
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第 24 讲 多重线性映射与张量的计算
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第 25 讲 线性代数与微积分



第 26 讲 线性代数与最优化问题 141
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未竟专题十四 范畴论视角下的线性代数



线性代数 I（H）期中/小测历年卷试题集

2020-2021 学年线性代数 I（H）小测 1

任课老师：谈之奕 考试时长：90 分钟

一、（10 分）求全部实数 a，使线性方程组


3x1 + 2x2 + x3 = 2

x1 − x2 − 2x3 = −3

ax1 − 2x2 + 2x3 = 6

的解集非空.

二、（10 分）设 R4 是 4 维欧氏空间（标准内积），α = (1, 1, 1, 1), β = (−1,−1, 0, 2), γ =

(1,−1, 0, 0) ∈ R4，求：

(1) 与 α, β, γ 都正交的一个单位向量 δ；

(2) ||α+ β + γ + δ||.

三、（15 分）记线性映射 σ 的核为 kerσ，像为 imσ. 设 σ1, σ2 : V → V 是线性映射，证
明：

(1) kerσ1 ⊆ ker(σ2 ◦ σ1)；

(2) im(σ2 ◦ σ1) ⊆ imσ2.

四、（15 分）设 α1, α2, α3 是线性空间 V 的一组基，T ∈ L(V )，且 T (α1) = α1 + α2，
T (α2) = α1 − α2，T (α3) = α1 + 2α2. 求 T 的像空间和核空间，以及 T 的秩.

五、（15 分）设 W 是线性方程组

x1 − x2 + 4x3 − x4 = 0

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0
的解空间，求 W 的一组

单位正交基，并将其扩充成 R4 的单位正交基，这里 R 是实数域.

143
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六、（15 分）设 R[x]4 是数域 R 上次数小于 4 的多项式所构成的线性空间（约定零多项式
次数为 −∞）. M2(R)是 R上 2阶方阵所构成的线性空间，定义 T : R[x]4 → M2(R)

如下，对 f(x) ∈ R[x]4，

T (f(x)) =

(
f(0) f(1)

f(−1) f(0)

)
(1) 求出 T 的核空间 N(T ) 和像空间 R(T )；

(2) 验证关于 T 的维数公式.

七、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 若 S 是线性空间 V 的线性相关子集，则 S 的每个向量都是 S 的其他向量的线
性组合；

(2) 若线性映射 T : V → W 的核是 K，则 dimV = dimW + dimK；

(3) 线性空间 V 的任何子空间 W 都是某个映射 T : V → V 的核；

(4) 在 5 维欧式空间 V 中，存在两组线性无关向量 S1 = {v1, v2, v3} 和 S2 =

{w1, w2, w3}，使其满足内积 ⟨vi, wj⟩ = 0，其中 i, j = 1, 2, 3.
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2020-2021 学年线性代数 I（H）小测 2

任课老师：谈之奕 考试时长：90 分钟

一、（10 分）称实矩阵 A = (aij) 是整数矩阵，如果每个 aij 都是整数. 设 M 是整数矩阵，
且可逆（作为实矩阵）. 证明：M 的逆矩阵也是整数矩阵的充要条件是 M 的行列式
等于 ±1.

二、（15 分）设 B = {v1, v2, v3} 是线性空间 V 的一组基，线性映射 σ : V → V 定义如下：

σ(v1) = v2 + v3, σ(v2) = v3, σ(v3) = v1 − v2.

(1) 求 σ 在基 B 下的矩阵；

(2) 证明：B′ = {v2, v3 + v1, v1 − v2} 是 V 的另一组基；

(3) 求 σ 在基 B′ 下的矩阵.

三、（15 分）设

P =


1 1 0

0 1 0

0 0 0

 , Q =

(
0 0

1 0

)
,

定义 R3×2 上映射 σ：
σ(A) = PAQ.

(1) 验证 σ 是线性映射；

(2) 求 imσ 和 kerσ；

(3) 验证关于 σ 的维数公式.

四、（15 分）求参数 a, b 的值，使得

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −5

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2,

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 b

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a 都

成立，并求

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

1 −1 5

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣.
五、（15 分）设在 F[x]3 中有两组基：

(A)α1 = 1− x, α2 = −x+ x2, α3 = 3x− 2x2;

(B)β1 = 4x+ 5x2, β2 = −1, β3 = 3x+ 4x2.

(1) 求基 (A) 到基 (B) 的过渡矩阵；
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(2) 设 α 在基 (A) 下的坐标为 (1, 1,−1)T，求 α 在基 (B) 下的坐标.

六、（10 分）设 A ∈ Mm×n(F)，r(A) = r，k 是满足条件 r ⩽ k ⩽ n 的任意整数，证明存
在 n 阶方阵 B，使得 AB = 0，且 r(A) + r(B) = k.

七、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 域 F 上的全体 n 阶可逆矩阵构成 Mn(F) 的一个子空间；

(2) 设 A 和 B 都是可逆矩阵，则矩阵

(
O B

A C

)
也是可逆矩阵；

(3) 可逆矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ 的行列式等于 1；

(4) 若对于任何正整数 n，方阵 A（阶数大于 1）的 n 次乘积 An 都是非零方阵，则
A 可逆.
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2020-2021 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：吴志祥 考试时长：120 分钟

一、（10 分）设方程组： 
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

2x1 + 4x2 − 5x3 + 7x4 = 0

ax1 + 3x2 − 4x3 + 6x4 = 0

的解空间为 V1，方程组：
4x1 + 2x2 − 3x3 + bx4 = 0

5x1 + 7x2 − 9x3 + 13x4 = 0

3x1 − 3x2 + 3x3 − 2x4 = 0

的解空间为 V2 ，问 a, b 为何值时，R4 = V1 ⊕ V2.

二、（10 分）设 V = {(aij)n×n | ∀i, j, aij = aji}

(1) 证明：V 为 Fn×n 的子空间；

(2) 求 V 的基和维数.

三、（10 分）设 f1 = −1 + x, f2 = 1 − x2, f3 = 1 − x3, g1 = x− x2, g2 = x+ x3, V1 =

L (f1, f2, f3) , V2 = L (g1, g2)，求：

(1) V1 + V2 的基和维数；

(2) V1 ∩ V2 的基和维数；

(3) V2 在 R[x]4 空间的补.

四、（10 分）设 ϵ1, ϵ2 为 n 维欧氏空间 V 的两个单位正交向量，定义

σ(α) = α− 2(α, ϵ1)ϵ1 − 2(α, ϵ2)ϵ2

证明：

(1) σ 是 V 上的线性变换；

(2) ∀α, β ∈ V, (σ(α), σ(β)) = (α, β).

五、（10 分）已知 n 阶矩阵 A 的秩为 1 ，证明：Ak = tr(A)k−1A.（注：tr 为矩阵的迹，
即矩阵的对角线元素之和）
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六、（10 分）已知矩阵 A =


a b c

d e f

h x y

 的逆是 A−1 =


−1 −2 −1

2 1 0

0 −3 −1

，且已知矩阵

B =


a− 2b b− 3c −c

d− 2e e− 3f −f

h− 2x x− 3y −y

. 求矩阵 X 满足：

X + (B(ATB2)−1AT)−1 = X(A2(BTA)−1BT)−1(A+B).

七、（10 分）设 V (F) 是一个 n 维线性空间，σ ∈ L(V, V )，证明：

(1) 在 F[x] 中有一个次数不高于 n2 的多项式 p(x) 使 p(σ) = 0；

(2) σ 可逆 ⇐⇒ 有一常数项不为 0 的多项式 p(x) 使 p(σ) = 0.

八、（10 分）已知三维线性空间 V 的线性变换 σ 关于基 {α1, α2, α3} 所对应的矩阵为
1 2 −1

2 1 0

3 0 1


(1) 求 σ 在基 {β1, β2, β3} 下对应的矩阵 B，其中：

β1 = 2α1 + α2 + 3α3, β2 = α1 + α2 + 2α3, β3 = −α1 + α2 + α3

(2) 求 σ 的值域 σ(V ) 和核 kerσ；

(3) 把 σ(V ) 的基扩充为 V 的基，并求 σ 在这组基下对应的矩阵；

(4) 把 kerσ 的基扩充为 V 的基，并求 σ 在这组基下对应的矩阵.

九、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 若 α1, α2, α3 线性相关，则 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 也线性相关；

(2) 一个有限维线性空间只包含有限个子空间；

(3) 已知 σ ∈ L(V, V )，dimV = n，则由 r(σ)+dim(kerσ) = n可得 Imσ+kerσ = V；

(4) 若对于任何正整数 n，方阵 A ( 阶数大于 1 ) 的 n 次乘积 An 都是非零方阵，则
A 是可逆的.
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2021-2022 学年线性代数 I（H）小测

任课老师：刘康生 考试时长：90 分钟

一、 设矩阵 A =


a −1 1

−1 a −1

1 −1 a

，β =


0

1

1

. 假设线性方程组 Ax = β 有解但解不唯一.

(1) 求 a 的值；

(2) 给出 Ax = β 的一般解.

二、 设

P =


1 1 0

0 1 0

0 0 0

 , Q =

(
0 0

1 0

)
,

定义 R3×2 上映射 σ：
σ(A) = PAQ.

(1) 验证 σ 是线性映射；

(2) 求 imσ 和 kerσ；

(3) 验证关于 σ 的维数公式.

三、 设 B 是 3× 1 矩阵，C 是 1× 3 矩阵，证明：r(BC) ⩽ 1；反之，若 A 是秩为 1 的
3× 3 矩阵，证明：存在 3× 1 矩阵 B 和 1× 3 矩阵 C，使得 A = BC.

四、 设 B = {β1, β2, . . . , βn}是实数域 R上线性空间 V 的一组基，T ∈ L(V )，T (β1) = β2，

T (β2) = β3，· · ·，T (βn−1) = βn，T (βn) =
n∑

i=1

aiβi(ai ∈ R). 求 T 在 B 下的表示矩

阵. 在什么条件下 T 是同构映射？

五、 设 A∗ 是 n 阶方阵 A 的伴随矩阵，求 A∗ 的秩.

六、 判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给出理由
或举反例将它否定.

(1) 给定线性空间 V 的非零向量 v 和线性空间 W 的向量 w，总存在线性映射 T :

V → W，使得 T (v) = w；

(2) 若线性方程组有 m 个方程，n 个变量，且 m < n，则这个方程组一定有非零解；

(3) 若方阵 A3 = 0，则 E +A 和 E −A 都是可逆矩阵；

(4) 若方阵 A2 = A，则 E +A 和 E −A 都是可逆矩阵.
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2021-2022 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：吴志祥 考试时长：120 分钟

一、（10 分）A =


1 1 1

2 1 −a

1 −2 −3

，X =


x1

x2

x3

，b =


3

9

−6

，且 AX = b 无解，求 a.

二、（10 分）证明替换定理：设向量组 α1, . . . , αs 线性无关，β = b1α1 + · · ·+ bsαs. 如果
βi ̸= 0，则 β 可替换 α1, . . . , αs 中的某个向量成为一个新的线性无关向量组.

三、（10分）设 {ε1, ε2, ε3, ε4, ε5}是欧式空间 V 的一组标准正交基，W = span(α1, α2, α3)，
其中 α1 = 2ε1 + ε2 + ε3, α2 = ε1 + ε2 + ε5, α3 = ε1 − ε2 + ε4.

(1) 求 α1, α2 的夹角；

(2) 求 W 的一组标准正交基.

四、（10 分）证明：如果向量组 {α1, . . . , αm} 的秩为 r，那么该向量组中任意 s 个向量组
成的子集的秩大于等于 r + s−m.

五、（10 分）在 R3 中取三个向量

α1 = (1,−2, 0), α2 = (−3, 0,−2), α3 = (2, 4, 3),

设 σ 是满足 σ(αi) = ei(i = 1, 2, 3) 的线性变换，其中 {e1, e2, e3} 是 R3 的自然基.

(1) 求 σ 关于自然基所对应的矩阵；

(2) 求向量 α1 = (−2, 5, 6) 在 σ 下的像.

六、（10 分）已知 R[x]n 的线性变换 σ 满足 σ(p(x)) = p(x+ 1)− p(x), p(x) ∈ R[x]n.

(1) 求 σ 的秩与核；

(2) 求所有可能的 p(x) ∈ R[x]n 和 λ ∈ R 使得 σ(p(x)) = λp(x).

七、（10 分）设 B = {α1, α2, α3, α4} 是 4 维线性空间 V 的一组基，σ 关于基 B 的矩阵为

A =


1 0 2 1

−1 2 1 3

1 2 5 5

2 −2 1 −2

 ,

求 σ 的像与核.
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八、（10 分）域 F 上所有 m × n 矩阵组成的集合 Mm×n(F) 是域 F 上的线性空间. 定义
Vi = {Aeii | A ∈ Mm×n(F)}(i = 1, 2, . . . , n)，其中 eij 是第 i 行第 j 列元素为 1，其
余元素均为 0 的 n 阶矩阵，证明：

(1) Vi 是 Mm×n(F) 的子空间；

(2) Mm×n(F) = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn.

九、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 正整数集 R+ 对如下定义的加法和数量乘法构成整数 Z 上的线性空间：

a⊕ b = ab, λ ◦ a = aλ, ∀a, b ∈ R+, λ ∈ Z;

(2) 设 σ ∈ L(V )，{α1, . . . , αn}是 V 的一组基，则 σ可逆当且仅当 {σ(α1), . . . , σ(αn)}
是 V 的一组基；

(3) 对任意实数域 R 上线性空间 V，都能找到有限个 V 的非平凡子空间 V1, . . . , Vm

使得 V1 ∪ · · · ∪ Vm；

(4) 与所有 n 阶矩阵可交换的矩阵一定是 n 阶数量矩阵.
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2022-2023 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：刘康生 考试时长：45 分钟

一、 设矩阵 A =


a −1 1

−1 a −1

1 −1 a

，β =


0

1

1

. 假设线性方程组 Ax = β 有解但解不唯一.

(1) 求 a 的值；

(2) 给出 Ax = β 的所有解.

二、 设

P =


1 1 0

0 1 0

0 0 0

 , Q =

(
0 0

1 0

)
,

定义 R3×2 上映射 σ：
σ(A) = PAQ.

(1) 验证 σ 是线性映射；

(2) 求 imσ 和 kerσ；

(3) 求 R3×2 的两组基 B1, B2，使得 σ 在 B1, B2 下的矩阵为对角矩阵.

三、 设 B = {β1, β2, . . . , βn}是实数域 R上线性空间 V 的一组基，T ∈ L(V )，T (β1) = β2，

T (β2) = β3，· · ·，T (βn−1) = βn，T (βn) =
n∑

i=1

aiβi(ai ∈ R). 求 T 在 B 下的表示矩

阵. 在什么条件下 T 是同构映射？

四、 判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给出理由
或举反例将它否定.

(1) 若 W 是线性空间 V 的子空间，α ∈ V，则 α+W 是 V 的子空间；

(2) 若 W 是线性空间 V 的子空间，对任何的 α ∈ V，定义 α = α+W，则

α = β 或者α ∩ β = ∅;

(3) 若方阵 A3 = 0，则 E +A 和 E −A 都是可逆矩阵；

(4) 若方阵 A2 = A，则 E +A 和 E −A 都是可逆矩阵.
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2022-2023 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：谈之奕 考试时长：90 分钟

一、（15 分）参数 λ 取何值时，线性方程组
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 1

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 2

4x1 − 8x2 + 3x3 + x4 = λ

有解？当方程组有解时，求其一般解.

二、（15分）设 α1 = (1, 1, 1, 2)T，α2 = (3, 4, 4, 7)T，α3 = (−2, 1, 2,−3)T，α4 = (5, 3, 4, 6)T，
α5 = (4, 5, 3, 13)T，试求向量组 {α1, α2, α3, α4, α5} 的一组极大线性无关组.

三、（15 分）

(1) 已知 R2 上的线性变换 σ(x1, x2) = (x1 − x2, 2x1 − 2x2)，I 为 R2 上的恒等变换，
求 kerσ 和 im(I − σ)；

(2) 设 τ 为 Rn 上任一线性变换，I 为 Rn 上恒等变换，证明：ker τ ⊆ im(I − τ). 又
im τ ⊆ ker(I − τ) 是否一定成立？

四、（25 分）设 R[x]3 是次数小于等于 3 的实系数多项式的全体和零多项式一起组成的集
合关于多项式加法和数乘构成的实数域上的线性空间.

(1) 证明：W = {f(x) ∈ R[x]3 | f(1) = 0} 是 R[x]3 的子空间，并求 dimW 和 W 的
一组基；

(2) 定义从 R[x]3 到 R 的映射 T 如下：对任意 f(x) ∈ R[x]3，T (f(x)) = f(1)，证
明：T 是线性映射，并求 dimkerT 和 imT；

(3) 设 f, g, h ∈ R[x]3，且 f(1) = g(1) = h(1) = 0，证明：f, g, h 线性相关.

五、（30分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 向量 β 不能由向量组 α1, . . . , αn 线性表示，则向量组 α1, . . . , αn, β 线性无关；

(2) 实数集 R 对实数的加法与实数的乘法构成任意数域上的线性空间；

(3) 记 Rn
k 为至多有 k 个分量为非零实数的 n 元向量全体，Rn

k 是 Rn 的子空间；

(4) 若 S 是线性空间 V 的线性相关子集，则 S 的每个向量都是 S 的其他向量的线
性组合；

(5) 若线性映射 T : V → W 的核是 K，则 dimV = dimW + dimK；

(6) 线性空间 V 的任何子空间 W 都是某个映射 T : V → V 的核.
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2022-2023 学年线性代数 I（H）期中

任课老师：吴志祥 考试时长：90 分钟

一、（10 分）讨论当 a 取何值时，下列方程组有解？无解？

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = a

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 3

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 2

.

二、（10 分）证明向量组 {2α1 + α2, 2α2 + α3, 2α3 + α1} 线性无关的充分必要条件是向量
组 {α1, α2, α3} 线性无关.

三、（10分）已知向量 α1 = (1, 2, 4, 3)T, α2 = (1,−1,−6, 6)T, α3 = (−2,−1, 2,−9)T, α4 =

(1, 1,−2, 7)T, β = (4, 2, 4, a)T.

(1) 求子空间 W = span(α1, α2, α3, α4) 的维数和一组基；

(2) 求 a 的值，使得 β ∈ W，并求 β 在（1）中选取的基下的坐标.

四、（10 分）设 {ε1, ε2, ε3, ε4} 是欧式空间 V 的一组标准正交基，W = span(α1, α2, α3)，
其中 α1 = ε1 + ε2 + ε3 + ε4, α2 = 3ε1 + 3ε2 − ε3− ε4, α3 = −2ε1 + 6ε3 + 8ε4.

(1) 求 α1, α2 的夹角；

(2) 求 W 的一组标准正交基.

五、（10 分）已知 f1 = 1− x, f2 = 1 + x2, f3 = x+ 2x2 是 R[x]3 中三个元素，σ 是 R[x]3

上的线性变换且满足 σ(f1) = 2 + x2, σ(f2) = x, σ(f3) = 1 + x+ x2.

(1) 证明：f1, f2, f3 构成 R[x]3 的一组基；

(2) 求 σ 在基 {f1, f2, f3} 下的矩阵；

(3) 设 f = 1 + 2x+ 3x2，求 σ(f).

六、（10 分）已知 R3 的两个线性变换 σ, τ 为

σ(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 + 3x3,−x1 + 2x2 − x3, 0),

τ(x1, x2, x3) = (x2, x3, 0).

(1) 求 r(σ + τ) 和 r(στ)；

(2) 求 imσ + kerσ.
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七、（10 分）设 Mn(R) 是实数域 R 上所有 n 阶矩阵组成的集合. 设 W = {A ∈ Mn(R) |
aji = kaij , i ⩽ j}，求当 k = 0, 1, 2 时，W 的一组基和维数.

八、（10 分）设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，α1, α2, . . . , αn 是 V 的一组基，且

V1 = span(α1 + 2α2 + · · ·+ nαn)

V2 =

{
k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn

∣∣∣∣ k1 + k2
2

+ · · ·+ kn
n

= 0

}
证明：

(1) V2 是 V 的子空间；

(2) V = V1 ⊕ V2.

九、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) ∀n ⩾ 2，不存在非零实线性映射 f : Mn(R) → R 使得 f(AB) = f(A)f(B)；

(2) 设W1,W2是线性空间 V 的两个子空间，W1∪W2 = W1+W2当且仅当W1 ⊆ W2

或 W2 ⊆ W1；

(3) 设 α, β 是欧式空间 V 中两个线性无关向量，且
2(α, β)

(α, α)
和

2(α, β)

(β, β)
都是不大于

零的整数，则 α 和 β 的夹角只可能是
π

2
，

2π

3
，

3π

4
，

5π

6
；

(4) n 是一个大于 1 的整数，W = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn | x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n = 0}

是复线性空间 Cn 的一个子空间.



156 线性代数 I（H）期中/小测历年卷试题集



线性代数 I（H）期末历年卷试题集

2009-2010 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）记 C([0, 2π],R) 是区间 [0, 2π] 上全体连续函数作成的实线性空间，对 f, g ∈
C([0, 2π],R)，用

(f, g) =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx

来定义内积. 如果
f, g : [0, 2π] → R, f(x) = x, g(x) = sinx

求 f 与 g 的夹角 θ.

二、（10 分）设 V 是次数 ⩽ 2 的实多项式线性空间，T : V → V ,

T (f(x)) = f(x) + xf ′(x).

求 T 的特征值. 对于每个特征值，求属于它的特征子空间.

三、（10 分）设 B 是 3× 1 矩阵，C 是 1× 3 矩阵，证明：r(BC) ⩽ 1；反之，若 A 是秩
为 1 的 3× 3 矩阵，证明：存在 3× 1 矩阵 B 和 1× 3 矩阵 C，使得 A = BC.

四、（10 分）设矩阵 A =


a −1 1

−1 a −1

1 −1 a

 , β =


0

1

1

. 假设线性方程组 AX = β 有解但

解不唯一.

(1) 求 a 的值；

(2) 给出 AX = β 的一般解.

157
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五、（10 分）设 A 是可逆实矩阵.

(1) 证明 ATA 是对称矩阵；

(2) 证明 ATA 是正定的.

六、（10 分）令 A =


0 1 1

1 −2 2

1 2 −1

 ∈ M3×3(R).

(1) 求可逆矩阵 Q ∈ M3×3(R) 使 QTAQ 是对角矩阵；

(2) 给出 A 的正惯性指数、负惯性指数，并确定 A 的定性.

七、（10 分）设 β = {v1, v2, . . . , vn} 是 V 的一组基，T : V → V 是线性变换，

T (v1) = v2, T (v2) = v3, . . . , T (vn−1) = vn, T (vn) = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn.

求 T 关于 β 的矩阵表示. 以及，在什么条件下 T 是同构？

八、（10 分）设 A ∈ Mn×n(F) 有两个不同的特征值 λ1, λ2，且属于 λ1 的特征子空间的维
数是 n− 1，证明：A 是可对角化的.

九、（20分）判断下面命题的真伪. 若它是真命题，给出一个简单证明；若它是伪命题，举
一个具体的反例将它否定.

(1) 给定线性空间 V 的非零向量 v 和线性空间 W 的向量 w，总存在线性映射 T :

V → W 使得 T (v) = w.

(2) 若线性方程组有 m 个方程，n 个变量，且 m < n，则这个方程组一定有非零解.

(3) 若 n 阶方阵 A 的秩是 n，则 A 是可逆的.

(4) 正交变换是可对角化的.
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2010-2011 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）求全部的实数 a，使线性方程组


3x1 + 2x2 + x3 = 2

x1 − x2 − 2x3 = −3

ax1 − 2x2 + 2x3 = 6

的解集非空.

二、（10 分）设 M3×2(F) 是数域 F 上全体 3× 2 矩阵构成的线性空间，

P =


1 1 0

0 1 0

0 0 0

 , Q =

(
0 0

1 0

)
.

定义 T : M3×2(F) → M3×2(F) 如下，对任意的 A ∈ M3×2(F) 有 T (A) = PAQ.

(1) 证明 T 是线性映射.

(2) 求出 T 的像空间和核空间.

(3) 验证关于 T 的维数公式.

三、（10 分）设 A 和 B 是 n 阶方阵，其中 n 是奇数. 若 AB = −BA，证明：A 是不可
逆的或者 B 是不可逆的.

四、（10 分）设 V 是欧氏空间，u, v ∈ V 且 v ̸= 0. 证明

|(u, v)| = |u||v|

当且仅当存在 λ ∈ R，使 u = λv.

五、（10 分）设 A = (aij)n×n 是实正交矩阵.

(1) 证明 |
n∑

i=1

aii| ⩽ n.

(2) 在什么条件下等式成立?

六、（10 分）求 2× 2 实矩阵 A，使得 A 的特征值是 2 和 1，而对应于 2 的特征子空间由(
1

1

)
生成，对应于 1 的特征子空间由

(
2

1

)
生成.

七、（10 分）设 n 阶方阵 A 和 B 都可对角化，并且它们有相同的特征子空间（但不一定
有相同的特征值），证明 AB = BA.

八、（10 分）实三元二次多项式 f : R3 → R 的定义是

f(x, y, z) = 2x2 − 8xy + y2 − 16xz + 14yz + 5z2.
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(1) 给出 3× 3 实对称矩阵 A，使 f(x, y, z) = (x, y, z)A(x, y, z)T.

(2) 给出一个与 A 相合的对角矩阵.

(3) 给出 A 的秩，正惯性指数和负惯性指数.

九、（20分）判断下面命题的真伪. 若它是真命题，给出一个简单证明；若它是伪命题，举
一个具体的反例将它否定.

(1) 若线性映射 T1, T2 : V → W 对 V 的一组基中的每一个基向量 v 满足 T1(v) =

T2(v)，则 T1 = T2.

(2) 若对于任何正整数 n，方阵 A（阶数大于 1）的 n 次乘积 An 都是非零方阵，则
A 可逆.

(3) 若线性映射 T : V → W 的核是 K，则 dimV = dimW + dimK.

(4) 若方阵 A 相似于方阵 B，则 A 与 B 有相同的特征向量.
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2011-2012 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10分）求 a, b, c, d, e, f ∈ R，使 (1, 1, 1)T, (1, 0,−1)T, (1,−1, 0)T ∈ R3是矩阵


1 −1 1

a b c

d e f


的特征向量.

二、（10 分）记线性映射 σ 的核为 ker σ，像为 im σ. 设 σ1, σ2 : V → V 是线性映射. 证
明：

(1) ker σ1 ⊆ ker (σ2 ◦ σ1).

(2) im (σ2 ◦ σ1) ⊆ im σ2.

三、（10 分）设 B = {v1, v2, v3} 是线性空间 V 的一组基，线性映射 σ : V → V 定义如下：

σ(v1) = v2 + v3, σ(v2) = v3, σ(v3) = v1 − v2.

(1) 给出 σ 关于基 B 的矩阵表示.

(2) 证明 B′ = {v2, v3 + v1, v1 − v2} 是 V 的另一组基.

(3) 给出 σ 关于基 B′ 的矩阵表示.

四、（10分）设 {v1, v2, . . . , vn}是欧氏空间 V 的一组单位正交基. 证明：对于任何 u ∈ V，
成立

|u|2 = (u, v1)
2 + (u, v2)

2 + · · ·+ (u, vn)
2.

五、（10 分）记 P2(R) 为次数小于等于 2 的实多项式线性空间.

(1) 证明：(f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx 是 P2(R) 的内积.

(2) 将 Schmidt 正交化过程应用于 S = {1, x, x2}，求出 P2(R) 的一组单位正交基
B.

六、（10 分）设 σ : V → V 是有限维线性空间 V 上的一个同构映射. 记 V (σ;λ) 为 σ 的
属于特征值 λ 的特征子空间.

(1) 如果 λ 是 σ 的特征值，证明：λ ̸= 0.

(2) 证明 λ 是 σ 的特征值，证明：V (σ;λ) = V (σ−1;λ−1).

(3) 证明 “σ 可对角化” 的充要条件是 “σ−1 可对角化”.

七、（10 分）求下面实对称矩阵的秩，正惯性指数和负惯性指数.
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(1)


1 −2 3

−2 6 9

3 −9 4

 ;

(2)


1 1 −2 −3

1 2 −5 −1

−2 −5 10 9

−3 −1 9 −14

.

八、（10 分）设 A,B 都是域 F 上的 n 阶对角矩阵，且 A 的对角元是 B 的对角元的一个
置换. 证明：

(1) A 相似于 B.

(2) A 相合于 B.

九、（20分）判断下面命题的真伪. 若它是真命题，给出一个简单证明；若它是伪命题，举
一个具体的反例将它否定.

(1) 若 S 是线性空间 V 的线性相关子集，则 S 的每个向量都是 S 的其他向量的线
性组合.

(2) 域 F 上的全体 n 阶可逆阵构成 Mn×n(F ) 的一个子空间.

(3) 若存在正整数 n，使得方阵 A 的 n 次幂 An = 0，则 A 的行列式 |A| = 0.

(4) 对任意的 n 阶实对称阵 A，总存在 ϵ，使得 En + ϵA 是正定矩阵.
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2012-2013 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）求实线性方程组



x1 − x2 + 2x3 = 1

x1 − 2x2 − x3 = 2

3x1 − x2 + 5x3 = 3

2x1 − 2x2 − 3x3 = 4

的解集.

二、（10 分）设 A 是域 F 上的 m× n 矩阵，A 的秩 r(A) = 1.

(1) 证明存在（列向量）X ∈ Fm 和 Y ∈ Fn 使得 A = XY T, 其中 Y T 是 Y 的转置.

(2) X 和 Y 是否唯一?

三、（10 分）定义线性映射 T : Rn → Rn 如下：对任意的 (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

T (x1, x2, . . . , xn) = (x1 + x2, x2 + x3, . . . , xn + x1).

试给出 T 的核 ker (T ) 和 T 的像 im (T ) 的维数.

四、（10 分）设 V 是域 F 上有限维线性空间，T : V → V 是线性映射. 证明 V 的非零向
量都是 T 的特征向量当且仅当存在 α ∈ F，使 T (v) = αv 对于任何 v ∈ V 成立.

五、（10 分）设 A =

(
a b

c d

)
是可逆矩阵，其中 b ̸= 0；λ 是 A 的特征值.

(1) 证明 λ ̸= 0.

(2) 证明 (b, λ− a)T 是属于 λ 的特征向量.

(3) 若 A 有两个不同的特征值 λ1 和 λ2，求可逆矩阵 P 使 P−1AP 是对角矩阵.

六、（10 分）实对称矩阵 A =


0 −1 1

−1 0 1

1 1 0

. 求正交矩阵 Q 使 QTAQ 是对角矩阵.

七、（10 分）设 V 是欧式空间，T : V → V 是线性映射，λ ∈ R，u 是 V 的非零向量.
证明：λ 是 T 的特征值且 u 是属于 λ 的特征向量当且仅当对于任何 v ∈ V 成立
(T (u), v) = λ(u, v).

八、（10 分）设 n 阶实对称阵 A 满足方程 A2 − 6A+ 5In = 0，其中 In 是 n 阶单位矩阵.

(1) 证明 A 是正定的.

(2) 若 n = 2，试给出全部有可能与 A 相似（注意，不是相合！）的对角矩阵.
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九、（20分）判断下面命题的真伪. 若它是真命题，给出一个简单证明；若它是伪命题，举
一个具体的反例将它否定.

(1) 若有限维线性空间 V 的线性映射 T : V → V 是可对角化的，则 T 是同构.

(2) 若 A,B 是对称矩阵，则 AB 也是对称矩阵.

(3) 若 n 阶方阵 A,B 中的 A 是可逆的，则 AB 与 BA 是相似的.

(4) 若 n(n > 1) 阶方阵 A 的特征多项式是 f(λ) = λn，则 A 是零矩阵.
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2013-2014 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）映射 T : R3 → R2 由 T (x1, x2, x3) = (2x1 + 3x2 − x3, x1 + x3) 定义.

(1) 证明 T 是线性映射.

(2) 给出 T 关于 R3 和 R2 的标准基的矩阵表示.

(3) 给出 T 的核 ker(T ) 的一组基.

二、（10 分）记 V = {f : R → R|f 可导 }，即 V 是由实数导自身的全体可导函数所构成
的集合.

(1) 试给出 V 上加法和数乘运算，使 V 成为实线性空间，并写出 V 中的零向量.

(2) 记 S = {f1, f2, f3}，其中

f1(x) = x; f2(x) = sinx; f3(x) = ex, ∀x ∈ R.

证明 S 是 V 的线性无关子集.

三、（10 分）设 ( , ) 是实线性空间 V 的内积，B = {v1, v2, . . . , vn} 是 V 的一组单位正交
基.

(1) 证明：对任意的 x, y ∈ V，有 (x, y) =
n∑

i=1

(x, vi)(y, vi).

(2) 设 x =
n∑

i=1

(−1)ivi 和 y =
n∑

i=1

vi 的夹角是 θ，求 cos θ，并指出 x 和 y 是否正交.

四、（10 分）设 α1, α2, α3, β1, β2 都是 4 维实线性空间 R4 的列向量，已知 4 阶行列式
|(α1, α2, α3, β1)| = d1, |(β2, α3, α2, α1)| = d2. 求下面 4 阶方阵的行列式.

(1) A = (3α1 − 100α2, 7α2, α3, β1).

(2) B = (5β1 + 6β2, α1, α2, α3).

五、（10 分）设域 F 上 n 维线性空间 V 的非零向量都是线性映射 T : V → V 的特征向
量.

(1) 证明 T 是数乘映射，即存在 λ ∈ F，使得对于任何 v ∈ V，有 T (v) = λv.

(2) 给出 T 的秩和零度 (T 的零度 = dim(ker(T ))).

六、（10 分）令 A =


0 −1 −1

1 1 0

1 x y

，其特征多项式 f(λ) = λ3 + λ+ 2.
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(1) 求 x 和 y 的值.

(2) 若将 A 看作实矩阵，A 是否可对角化？为什么？

(3) 若将 A 看作复矩阵，A 是否可对角化？为什么？

七、（10 分）设 A 和 B 分别是 m× n 和 n×m 矩阵.

(1) 设 λ ̸= 0. 证明 λ 是 m×m 矩阵 AB 的特征值当且仅当 λ 是 n×n 矩阵 BA 的
特征值.

(2) 证明 Im −AB 是可逆矩阵当且仅当 In −BA 是可逆矩阵 (Im 是 m 阶单位矩阵，
In 是 n 阶单位矩阵).

八、（10 分）设实二次型 f(x1, x2, x3) = 2x2
1 + x2

2 − 4x1x2 − 4x2x3.

(1) 求实对称矩阵 A，使 f(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)A(x1, x2, x3)
T.

(2) 求可逆矩阵 P，使 P TAP 是 A 的相合规范形.

(3) 给出 f 的正惯性指数和负惯性指数，并指出 f 是否正定或负定.

九、（20分）判断下面命题的真伪. 若它是真命题，给出一个简单证明；若它是伪命题，举
一个具体的反例将它否定.

(1) 域 F 上所有 n 阶不可逆方阵所构成的集合是 n 阶矩阵空间 Mn(F) 的子空间.

(2) 对称矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ 也是对称矩阵.

(3) 设 A 是 m× n 矩阵，Im 是 m 阶单位阵，B = (A|Im) 是 A 的增广矩阵，则 B

的秩 r(B) = m.

(4) 若 dim(V ) = n, dim(W ) = m，且 n < m，则任何线性映射 T : V → W 都不可
能是满射.
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2014-2015 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）求过点 (2, 0,−1) 且垂直于平面 x+ 2y − z = 1 的直线标准方程和参数方程，
以及该直线方向矢量的方向余弦.

二、（10 分）求参数 a, b 的值，使得

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −5

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2,

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 b

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a 都

成立，并求

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

1 −1 5

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣.

三、（10 分）计算矩阵 B =



1 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

0 0 1 −1 −1

0 0 −2 −2 2

0 0 −3 −3 3



n

，其中 n 是自然数.

四、（10 分）设 W 是线性方程组

x1 − x2 + 4x3 − x4 = 0

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0
的解空间，求 W 的一组

单位正交基，并将其扩充成 R4 的单位正交基，这里 R 是实数域.

五、（10 分）设 α1, α2, α3 是线性空间 V 的一组基，T ∈ L(V )，且 T (α1) = α1 + α2，
T (α2) = α1 − α2，T (α3) = α1 + 2α2. 求 T 的像空间和核空间，以及 T 的秩.

六、（10分）设 T 是次数小于等于 2的实多项式线性空间 V 上的变换，对任意 f(x) ∈ V，
定义

T (f(x)) =
d((x− 2)f(x))

dx .

证明 T 是 V 上的线性变换，并求 T 的特征值以及对应的特征子空间.

七、（10 分）设在 F[x]3 中有两组基：

(A)α1 = 1− x, α2 = −x+ x2, α3 = 3x− 2x2;

(B)β1 = 4x+ 5x2, β2 = −1, β3 = 3x+ 4x2.

(1) 求基 (A) 到基 (B) 的过渡矩阵；

(2) 设 α 在基 (A) 下的坐标为 (1, 1,−1)T，求 α 在基 (B) 下的坐标.
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八、（10分）已知实对称矩阵 A有两个特征值 1和 −1，对应的特征向量分别是 (1, −1, 0)T

和 (1, 1, −2)T，假如该矩阵与对角矩阵 diag(1, 2, −1) 相似，求 An，其中 n 为自
然数.

九、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 设 A 和 B 都是正定矩阵，那么矩阵 AB 也是正定矩阵；

(2) 设 A 和 B 都是可逆矩阵，那么矩阵

(
0 B

A C

)
也是可逆矩阵；

(3) 若 M 表示区间 [0, 1] 上所有可积实值函数全体关于通常函数加法和数乘所构成
的实线性空间，在 M 上定义 (f(x), g(x)) =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx，那么 M 关于该运

算成为欧氏空间；

(4) 对任何 m× n 实矩阵 A 和实列向量 b，方程组 ATAX = ATb 总有解.
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2018-2019 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10分）设 R[x]4 是数域 R上次数小于 4的多项式所构成的线性空间 (约定零多项式
次数为 −∞ ). M2(R) 是 R 上 2 阶方阵所构成的线性空间，定义 T : R[x]4 → M2(R)

如下，对 f(x) ∈ R[x]4，

T (f(x)) =

(
f(0) f(1)

f(−1) f(0)

)
.

(1) 求出 T 的核空间 N(T ) 和像空间 R(T )；

(2) 验证关于 T 的维数公式.

二、（10 分）已知矩阵 A 与 B =


2 8 6 5

0 0 3 2

0 0 1 7

0 0 0 9

 相似，求：
(1) 行列式 |A2 − 9A+ 4E4| 的值；

(2) r(A∗) + r(9E4 −A)，其中 A∗ 是 A 的伴随矩阵.

三、（10分）设 R4是 4维欧氏空间（标准内积），α = (1, 1, 1, 1), β = (−1, −1, 0, 2), γ =

(1, −1, 0, 0) ∈ R4，求：

(1) 与 α, β, γ 都正交的一个单位向量 δ；

(2) ||α+ β + γ + δ||.

四、（10 分）设实二次型 f(x1, x2, x3) = ax2
1 + 2x2

2 − 2x2
3 + 2bx1x3(b > 0)，二次型对应

的矩阵 A 的特征值之和为 1，特征值之积为 −12.

(1) 求参数 a, b；

(2) 用正交变换将二次型 f 化为标准形，并写出所用的正交变换及标准形；

(3) 判断此二次型是否是正定二次型.

五、（10 分）设 A 是数域 F 上一个秩为 r 的 n 阶方阵，β 是一个 n 维非零列向量，X0

是线性方程组 AX = β 的一个解，X1, . . . , Xs 是它的导出组 AX = 0 的一组线性
无关解.

(1) 证明：向量组 {X0, X1, . . . , Xs} 线性无关；

(2) 求出包含 AX = β 解集的最小线性空间 W（需写出基和维数）.
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六、（10 分）线性变换 T : R3 → R3 的定义是：

T (x1, x2, x3) = (4x1 + x3, 2x1 + 3x2 + 2x3, x1 + 4x3).

(1) 求出 T 的特征多项式及特征值；

(2) 判断 T 是否可对角化，并给出理由.

七、（10 分）设 A ∈ Mm×n(F)，r(A) = r，k 是满足条件 r ⩽ k ⩽ n 的任意整数，证明存
在 n 阶方阵 B，使得 AB = 0，且 r(A) + r(B) = k.

八、（10 分）设 A 是数域 F 上一个 n 阶方阵，E 是 n 阶单位矩阵，α1 ∈ Fn 是 A 的属于
特征值 λ的一个特征向量，向量组 α1, α2, . . . , αs 按如下方式产生：(A−λE)αi+1 =

αi(i = 1, 2, . . . , s− 1). 证明向量组 {α1, α2, . . . , αs} 线性无关.

九、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 设 n 阶方阵 A 满足 A2 − 5A + 5En = 0，则对所有的有理数 r，A + rEn 都是
可逆阵；

(2) 在 5 维欧氏空间 V 中，存在两组线性无关向量 S1 = {v1, v2, v3} 和 S2 =

{w1, w2, w3}，使其满足内积 (vi, wj) = 0 (1 ⩽ i, j ⩽ 3)；

(3) 不存在 2 阶方阵 A 使得 r(A) + r(A∗) = 3，其中 A∗ 是 A 的伴随矩阵；

(4) 设 n 阶方阵 A 的每一行元素之和是 10，则 2A3 + A + 9En 的每一行元素之和
是 2019.
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2019-2020 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）设 D = |aij | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 9 12

2 4 6 8

1 2 0 3

5 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，求 A41 + 2A42 + 3A44，这里 Aij 是元素 aij

的代数余子式.

二、（10 分）设 A ∈ Mm×s(R)，且 r(A) = r，证明：存在矩阵 B ∈ Ms×n(R)，且 r(B) =

min{s− r, n}，使得 AB = 0.

三、（10 分）设 α 为 R3 中的非零向量，σ(x) = (x, α)α，这里 (· , ·) 是 R3 的标准内积.

(1) 证明：σ 为 R3 上的线性变换，并求其像空间；

(2) 设 α = (1, 0, −2)，分别求 σ 在基 B1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} 和
B2 = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} 下的矩阵.

四、（10 分）

(1) 设 A 为 n 阶矩阵且 E −A 可逆，证明：A 与 (E −A)−1 相乘可交换；

(2) 设 A 为 n 阶实反对称矩阵且 E + A 可逆，证明：(E − A)(E + A)−1 为正交矩
阵，且 −1 不为其特征值.

五、（10 分）已知 α1, α2, . . . , αs 是齐次线性方程组 AX = 0 的一组基础解系，向量组

β1 = t1α1 + t2α2, β2 = t1α2 + t2α3, . . . , βs−1 = t1αs−1 + t2αs

试问当实数 t1, t2 满足何条件时，AX = 0 有基础解系包含向量 β1, β2, . . . , βs−1，并
写出该基础解系中的其余向量.

六、（15 分）已知二次型 XTAX = ax2
1 + ax2

2 + ax2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3 的秩为 2.

(1) 求实数 a 的值；

(2) 用正交变换 X = QY 将 XTAX 化为标准形，给出 Q，并求二次型的正、负惯
性指数.

七、（15 分）记 X =

{
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈ M3×3(R)
∣∣∣∣∣ 3∑
j=1

a1j =
3∑

j=1

a2j =
3∑

j=1

a3j =

3∑
j=1

ajj

}
，证明：
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(1) X 是 M3×3(R) 的一个子空间，并求该子空间的维数；

(2) 对任意可逆矩阵 A ∈ X，(1, 1, 1)T 是 A 和 A−1 的特征向量；

(3) 对任意可逆矩阵 A ∈ X，A−1 ∈ X.

八、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 设 A1, A2, . . . , An+1 是任意 n + 1 个 n 阶矩阵，必存在不全为 0 的实数
λ1, λ2, . . . , λn+1，使得矩阵 λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λn+1An+1 不可逆；

(2) 复数集 C 关于复数的加法与复数的乘法构成的复数域上的线性空间与 C2 同构；

(3) 设 x ∈ Rn，对任意 λ ∈ R，E + λxxT 为正定矩阵；

(4) 若 A, B 为 n 阶上三角矩阵，且对角线上元素都相同，则 A 与 B 相似.
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2021-2022 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（12 分）定义实数域上的线性空间 Rn 到自身的映射 T 如下：

∀X = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, T (X) = (x1 − x2, x2 − x3, . . . , xn−1 − xn, xn − x1).

(1) 验证 T ∈ L(Rn)；

(2) 求 T 的像空间，和 T 核空间的维数.

二、（12 分）设

A =


1 1 −1 −1

2 2 1 0

3 3 0 −1

1 1 2 0

 , b =


0

1

1

1

 , X =


x1

x2

x3

x4

 .

求线性方程组 AX = b 的一般解.

三、（12 分）设三元二次齐次实多项式如下：

f(x, y, z) = x2 + 2xy + y2 − 6yz − 4xz.

(1) 求实对称矩阵 A，使得 f(x, y, z) =
(
x y z

)
A
(
x y z

)T
；

(2) 求一个与 A 合同的对角矩阵；

(3) 求 f(x, y, z) 的正惯性指数和负惯性指数.

四、（12 分）设 V = R4×1，W = R3×1，定义映射 T : V → W 如下：

T (X) = AX =


1 −1 0 1

1 1 2 3

2 2 3 4



x1

x2

x3

x4

 , ∀X =


x1

x2

x3

x4

 ∈ V.

(1) 证明 T 的秩为 3；

(2) 求 V 和 imT 的基 {ε1, ε2, ε3, ε4} 和 {η1, η2}，使得

T (ε1) = η1, T (ε2) = η2, T (ε3) = T (ε4) = (0, 0, 0)T.

五、（12 分）设 V = R2×2 是按矩阵加法和数乘构成的实数域上的线性空间.

(1) 验证下列向量组构成 V 的一组基：

B =

{[
1 0

0 0

]
,

[
0 1

0 0

]
,

[
1 1

1 0

]
,

[
1 1

1 1

]}
;
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(2) 在 V 上定义运算

σ
(
(aij)2×2 , (bij)2×2

)
= a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22.

验证 σ 是 V 上一个内积，使得 V 成为一个欧氏空间；

(3) 将 Schmidt 正交化过程用于 B 求出 V 的一组单位正交基.

六、（8 分）求矩阵

A =


0 −1 1

−1 0 1

1 1 0


的所有特征值，对应的特征子空间，以及与 A 相似的一个对角矩阵.

七、（16 分）设 V = R3 是具有自然内积的欧氏空间，T ∈ L(V ). 设

α1 = (1, 2, 0), α2 = (0, 1, 2), α3 = (2, 0, 1);

T (α1) = −(1, 0, 2), T (α2) = −(2, 1, 0), T (α3) = −(0, 2, 1).

(1) 求 T 关于 V 的自然基的矩阵；

(2) 证明 T 是一个正交变换；

(3) 证明 T 是一个镜面反射变换.（存在 V 的单位正交基 {η, β, γ} 使得 T (η) =

−η, T (β) = β, T (γ) = γ，或等价地，存在单位向量 η 使得 T (α) = α −
2(α, η)η, ∀α ∈ V）

八、（16分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 设 A 是实数域上 m× n 阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A)；

(2) 设 A 是复数域上 m× n 阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A)；

(3) 设 V,W 是数域 F 上的线性空间，则 V ∪W 是线性空间；

(4) 实矩阵的下列性质有其二必有其三：

i. AT = A；

ii. ATA = E（单位矩阵）；

iii. A2 = E.
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2022-2023 学年线性代数 I（H）期末

任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（10 分）求线性方程组


x1 + kx2 + x3 = 1

x1 − x2 + x3 = 1

kx1 + x2 + 2x3 = 1

在 k 为多少时有解，并求出一般解.

二、（10 分）给定二次型 f(x1, x2, x3) = x2
1 − x2

3 +2x1x2 +2x2x3，请将其化为标准型，并
求出此时的线性变换矩阵，以及该二次型的正、负惯性指数.

三、（10 分）已知三阶矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ =


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

，求 A.

四、（10 分）设 A ∈ Rp×m, B ∈ Rm×n, r(A) = r, r(B) = s, r(AB) = t. 令 V = {X ∈ Rn |
ABX = 0},W = {Y ∈ Rm | Y = BX,X ∈ V }.

(1) 证明 V 是 Rn 上的子空间，W 是 Rm 上的子空间.

(2) 求 dimV, dimW .

五、（10 分）设三阶矩阵 A，满足 |A− E| = |A− 2E| = |A+ E| = 0.

(1) 求 A 的所有特征值.

(2) 求 |A+ 3E|.

六、（15 分）

(1) 设 A 为 n 阶矩阵，满足 r(A) = r，证明：存在可逆的矩阵 P，使得 P−1AP 的
后 n− r 列均为 0.

(2) 设 A 为 n 阶矩阵，满足 r(A) = 1，A 主对角线上元素之和为 1，证明：A2 = A.

七、（15 分）定义 R3[x] = {a2x2 + a1x+ a0 | a0, a1, a2 ∈ R} . 设 R3[x] 对 R2×2 的映射 σ

满足：

σ(p(x)) =

(
p(1)− p(2) 0

0 p(0)

)
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(1) 证明：σ 为线性映射.

(2) 试分别写出 R3[x],R2×2 上的两组基 B1, B2，并求出 σ 关于这两组基的矩阵.

(3) 求 Imσ, kerσ.

(4) 分别给出 R3[x] 的一个与 Imσ 同构的子空间，和 R2×2 的一个与 Kerσ 同构的
子空间.

八、（20分）判断下列命题的真伪，若它是真命题，请给出简单的证明；若它是伪命题，给
出理由或举反例将它否定.

(1) 若 α1, α2, . . . , αn, β 的秩大于 α1, α2, . . . , αn 的秩，则 α1, α2, . . . , αn, β 线性无关；

(2) 设 U, V,W 为 V0 关于数域 F 的线性空间，若 U + V = U +W，则 V = W；

(3) 任意不为 0 矩阵的二阶矩阵可以表示为若干初等矩阵的乘积；

(4) 若 A,B 相似或者相合，则 A,B 相抵.
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2020-2021 学年线性代数 II（H）期中

任课老师：刘康生 考试时长：60 分钟

一、 设 V = R2×2，W = R3×2，T ∈ L(V,W ) 由下面的矩阵乘法定义：

T (A) =


1 1

1 1

0 0

A, ∀A ∈ V.

(1) 求 T 的像空间与核空间；

(2) 求 V 和 W 的一组基，使得 T 在这两组基下的矩阵为

(
Er O

O O

)
∈ R6×4，其中

Er 为 r 阶单位矩阵，r = dim imT .

二、 设 V = R3，U = {(x1, x2, x3) ∈ V | x1+x2+x3 = 0}，α1 = (1, 1, 1)，求 f ∈ V ′ 使得

f(α1) = 1, f(α) = 0, ∀α ∈ U.

三、 设 A ∈ Rn×n 满足 A2 = A，证明：存在可逆矩阵 P 使得

P−1AP =

(
Er O

O O

)
∈ Rn×n,

其中 r 为 A 的秩.

177
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2020-2021 学年线性代数 II（H）小测

任课老师：刘康生 考试时长：45 分钟

一、 叙述复内积空间上正规变换的等价刻画（越多越好）.

二、 叙述实内积空间上正规变换的等价刻画（越多越好）.

三、 设 T, S ∈ L(V )，V 是内积空间，且满足 ||Tv|| = ||Sv||, ∀v ∈ V . 问是否存在等距同
构 U ∈ L(V )，使得 T = US？若存在，证明之；若不存在，举反例.

四、 设 A =


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 −1

−1 0 1 0

.

(1) 验证 A 是正规的；

(2) 求实正交矩阵 P 使得

PTAP =


√
2 0 0 0

0 −
√
2 0 0

0 0 0 −
√
2

0 0
√
2 0

 .
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2020-2021 学年线性代数 II（H）期中

任课老师：谈之奕 考试时长：90 分钟

一、（10 分）设 g(x) = ax+ b, a, b ∈ F, a ̸= 0, f(x) ∈ F[x]，证明：g(x) 是 f2(x) 的因
式的充要条件是 g(x) 是 f(x) 的因式.

二、（10 分）设 λ 是 n 阶实矩阵 A 的特征值，λ3 = 1 且 λ /∈ R，A 的极小多项式次数为
2，证明：矩阵 A+ I 可逆.

三、（15 分）设算子 T 的特征值仅为 1，代数重数为 5，几何重数为 3，求 T 的所有可能
的若当标准形及相应的极小多项式.

四、（20 分）设 V 为 n 维复向量空间，T ∈ L(V )，T 在 V 的一组基 e1, e2, . . . , en 下的矩
阵为对角矩阵 diag{d1, . . . , dn}，且 di ̸= dj(i ̸= j).

(1) 求 T 的所有一维不变子空间；

(2) 求 T 的所有不变子空间.

五、（20 分）设 V 为 n 维复向量空间，S, T ∈ L(V )，ST = TS，则

(1) S, T 至少有一个公共的特征向量；

(2) 存在 V 的一组基，使得 S 和 T 在此基下的矩阵均为上三角矩阵.

六、（25分）设 A =


2 1 1

−2 −1 −2

1 1 2

，求 A的若当标准形 J 和矩阵 P，使得 P−1AP = J .
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2022-2023 学年线性代数 II（H）期中

任课老师：刘康生 考试时长：45 分钟
注：上午班考察 1-3 题，下午班考察 2-4 题

一、 设 V = R[x]4（即次数不超过 4的实系数多项式全体构成的线性空间），T ∈ L(V )，T ′

是 T 的对偶映射. 已知 kerT ′ = span(φ)，φ ∈ V ′，φ(p) = p(18), ∀p ∈ V . 求 imT .

二、 设 e1, e2, e3, e4 是欧式空间 R4 的标准正交基，设 α1 = e1 − e2, α2 = e2 − e3, α3 =

e3−e4, β1 = e4, β2 = e1+e2+e3, β3 = e4−e1−2e2−3e3. 求 w ∈ R4 使得 ⟨αj , w⟩ < 0

且 ⟨βj , w⟩ > 0, j = 1, 2, 3.

三、 已知平面方程

π1 : x− 2y + 2z + d = 0, π2 : −2x+ 4y + cz + 1 = 0.

分别求 c，d 使分别满足

(1) π1 与 π2 平行；

(2) π1 与 π2 重合；

(3) π1 与 π2 垂直；

(4) π1 与 π2 相交，并求交线的参数方程；

(5) 原点到交线的最短距离为 1.

四、 对 x = (x1, x2, . . . , xn)
T ∈ Cn，定义 1 范数为 ||x||1 =

n∑
i=1

|xi|，设 A = (aij)n×n ∈

Cn×n.

(1) 求 A 关于 1 范数的矩阵范数，即 ||A||1 = max{||AX||1 | ||X||1 = 1}；

(2) 已知 B = (bij)n×n ∈ Cn×n，|aij | ⩽ bij , 1 ⩽ i, j ⩽ n. 证明：对任何正整数 m，
有 ||Am||1 ⩽ ||Bm||1；

(3) 设 |aii| < 1, 1 ⩽ i ⩽ n，aij = 0(i > j). 证明：||Am||1 → 0(m → ∞).(提示：若
aij = 0(i > j)，则 An = O)
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2022-2023 学年线性代数 II（H）期中

任课老师：吴志祥 考试时长：90 分钟

一、（15 分）求通过直线 L :

2x+ y − 3z + 2 = 0

5x+ 5y − 4z + 3 = 0
的两个互相垂直的平面 π1 和 π2，

使 π1 过点 (4,−3, 1).

二、（15 分）求直线 l1 :

x− y = 0

z = 0
与直线 l2 :

x− 2

4
=

y − 1

−2
=

z − 3

−1
的距离.

三、（15分）设 R[X]是实系数多项式构成的线性空间，令W = {(x3+x2+1)h(x) | h(x) ∈
R[x]}.

(1) 证明：W 是 R[x] 的子空间；

(2) 求 R[x]/W 的一组基和维数.

四、（15 分）设 V 和 W 是数域 F 上的线性空间，V1, V2, . . . , Vn 是 V 的 n 个子空间且
V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn. 证明：L(V,W ) 和 L(V1,W )×L(V2,W )× · · · ×L(Vn,W ) 同
构.

五、（10分）设 V 是一个有限维线性空间，T ∈ L(V )是同构映射，记其逆映射为 T−1. 设
W 是 T 的不变子空间，证明：W 是 T−1 的不变子空间.

六、（15 分）设 Mn(C) 是 n 阶复矩阵全体构成的线性空间，U = {A ∈ Mn(C) | AT =

A},W = {B ∈ Mn(C) | BT = −B}. 在 Mn(C) 上定义二元映射 ⟨, ⟩ : Mn(C) ×
Mn(C) → C，使得对于任意的 A,B ∈ Mn(C)，有 ⟨A,B⟩ = tr(ABH)，其中 BH 表示
B 的共轭转置矩阵.

(1) 证明：(Mn(C), ⟨⟩) 是复内积空间；

(2) 证明：U = W⊥；

(3) 设 A ∈ Mn(C)，试求 B ∈ U 使得 ∀D ∈ U，有 ||A − B|| ⩽ ||A − D||，其中
||A|| =

√
⟨A,A⟩.

七、（15分）设 R[x]3 是由次数小于 3的实系数多项式构成的线性空间. 对于 g(x) ∈ R[x]3，
定义 f1(g(x)) =

∫ 1

0
g(x)dx，f2(g(x)) =

∫ 2

0
g(x)dx，f3(g(x)) =

∫ −1

0
g(x)dx.

(1) 证明：f1, f2, f3 是 R[x]3 对偶空间的一组基；

(2) 求 R[x]3 的一组基 g1(x), g2(x), g3(x)，使得 f1, f2, f3 是 g1(x), g2(x), g3(x) 的对
偶基.
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2022-2023 学年线性代数 II（H）期末考前练习

任课老师：刘康生 考试时长：无

一、 A是复（实）正规矩阵的充要条件是：存在复（实）矩阵 S1, S2 满足 S1
T
= S1，S2

T
=

−S2，S1S2 = S2S1，A = S1 + S2. 另外，A 的如上分解是唯一的.

二、 证明：A 是实正规矩阵的充要条件是存在镜面映像 π1, π2, . . . , πt 使得

AT = πt · · ·π2π1A.

三、 将如下 R3 上变换 T 表示为两个镜面映像之积：

T : 先绕 x 轴旋转 φ 角度，再绕 z 轴旋转 θ 角度（右手系，0 < φ, θ <
π

2
）.

四、 求下列变换的所有不变子空间：

(1) σA ∈ L(R2)，A =

(
0 1

a 0

)
；

(2) T ∈ L(V )，dimV = n，Tn = O，Tn−1 ̸= O；

(3) σ ∈ L(C5)，A =



0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 −3

0 0 0 1 3


，det(λE −A) = λ2(λ− 1)3.

五、 设 A =


0 20 23 0

0 0 6 28

0 0 0 0

0 0 0 0

，证明：不存在复矩阵 B 使得 B2 = A.
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六、 已知 α1 = (1, 2, 0)，α2 = (0, 1, 2)，α3 = (2, 0, 1) ∈ R3. 设 T ∈ L(R3)，且有
T (α1) = (−1, 0,−2)，T (α2) = (−2,−1, 0)，T (α3) = (0,−2,−1). 证明：T 是一个镜
面映像.

七、 定义在 V = R3 上的运算

⟨x,y⟩V = a(x2 − x1)(y2 − y1) + bx2y2 + x3y3(a, b > 0).

其中 x = (x1, x2, x3)，y = (y1, y2, y3).

(1) 验证 ⟨·, ·⟩V 是 R3 上的一个内积;

(2) 求 R3 在 ⟨·, ·⟩V 下的一组标准正交基;

(3) 求 β ∈ V 使得 ∀x ∈ V : x1 + x2 + x3 = ⟨x,β⟩V .

八、 考虑二直线

l1 :


x = t

y = −t− 1

z = 3t

, l2 :

ax+ 2y + z = 0

x− y − z + d = 0,

求 a，d 满足的条件，使得二直线

(1) 平行；

(2) 重合；

(3) 相交；

(4) 异面.
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任课老师：统一命卷 考试时长：120 分钟

一、（15 分）已知 T ∈ L(C3)，其对应矩阵为

A =


0 0 0

2023 0 0

6 28 0


(1) 求 A 的 Jordan 标准形（不必求 Jordan 基）;

(2) 证明不存在复矩阵 B 使得 B2 = A.

二、（15分）已知直线 L1 =

x+ y + z − 1 = 0

x− 2y + 2 = 0
，L2 =


x = 2t

y = t+ a

z = bt+ 1

，试确定 a，b 满

足的条件使得 L1，L2 是：

(1) 平行直线;

(2) 异面直线.

三、（18 分）定义在 V = R3 上的运算

⟨x,y⟩V = x1y1 + x2y2 + (x2 + x3)(y2 + y3)

其中 x = (x1, x2, x3)，y = (y1, y2, y3).

(1) 验证 ⟨·, ·⟩V 是 R3 上的一个内积;

(2) 求 R3 在 ⟨·, ·⟩V 下的一组标准正交基;

(3) 求 β ∈ V 使得 ∀x ∈ V : x1 + 2x2 = ⟨x,β⟩V .

四、（15 分）T ∈ L(V ) 在一组基 ε = (ε1, ε2, ε3) 下的矩阵为

T (ε) = (ε)


1 0 0

0 2 1

0 0 2


求 V 所有的 T -不变子空间.

五、（20 分）试给出下列命题的真伪. 若命题为真，请给出简要证明；若命题为假，请举
出反例.
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(1) T ∈ L(V ). 若子空间 W ∈ V 在 T 下不变，则其补空间 W ′ 在 T 下也不变;

(2) 定义 T ∈ L(V,W ) : Tv = ⟨v, α⟩β, β ∈ W 对 ∀v ∈ V 成立，则 T ∗w =

⟨w, β⟩α, α ∈ V 对 ∀w ∈ W 成立;

(3) T ∈ L(V ) 是非幂零算子，满足 nullTn−1 ̸= nullTn−2. 则其极小多项式为

m(λ) = λn−1(λ− a)0 ̸= a ∈ R

(4) A ∈ Rn×n. S1 = AT+A，S2 = AT−A. 则 A是正规矩阵当且仅当 S1S2 = S2S1.

(5) A ∈ Cn×n 是正规矩阵，则 A 的实部矩阵和虚部矩阵是对称矩阵.

六、（15 分）T ∈ L(V ). 有极分解 T = S
√
G，其中 S 是等距同构，G = T ∗T . 证明以下

条件等价：

(1) T 是正规算子;

(2) GS = SG;

(3) G 的所有特征空间 E(λ,G) 都是 S-不变的.
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